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Grundlagen mathematischer Modellierung

Vorwort

Die Vorlesung ‘Grundlagen mathematischer Modellierung”, richtet sich an Master-
studierende des 1. Fachsemester des Studiengangs “Marine Umweltwissenschaf-
ten” am Institut fir Chemie und Biologie des Meeres (ICBM) der Carl von Ossietz-
ky Universitat Oldenburg, die in ihrem bisherigen Bachelorstudium keine oder eine
sehr geringe Mathematikausbildung erhalten haben. Daher werden viele Aspekte
der Schulmathematik noch einmal aufgegriffen und in den Kontext der mathemati-
schen Modellierung gestellt.

Dank geht an Wolfgang Ebenhéh, meinen Mentor und Doktorvater, fiir die Uber-
lassung vieler textinhalte und Modellbeispiele.

Oldenburg, Marz 2025 Cora Kohlmeier



Mathematische Modellierung im Studium

Es stellt sich die Frage, warum die ,Mathematische Modellierung* ein Teil des Stu-
diums fir angehende Umweltwissenschaftler sein sollte.

Einfache Modelle ermdglichen das Verstandnis wichtiger Zusammenhange. Durch
das Aufstellen mathematischer Modelle wird die Fahigkeit zur Abstraktion, ,Wich-
tiges* von ,Unwichtigem® zu unterscheiden, geschult und der Blick fur das ,We-
sentliche® gescharft. Die Modellierung und Implementierung der Modelle ist eine
Fahigkeit, die in nahezu allen Forschungsgebieten bei der Analyse und Planung
komplexer Experimente, der Datenhaltung und Datenanalyse sowie der Prasenta-
tion eigener Ergebnisse bendtigt wird.

Modelle sind zumeist ,problemorientiert’ und damit fast von selbst interdisziplinar,
da die Probleme interdisziplinar sind. Im Studium der Umweltwissenschaften sind
mathematische Modelle deshalb ein wichtiges Mittel, um die einzelnen Fachdiszi-
plinen zu verbinden.

Immer mehr politische und 6konomische Entscheidungen, wie z.B. die Entschei-
dungen Uber MaBBnahmen wahren der Covid-19 Pandemie im Jahre 2020, werden
auf der Basis von Modellrechnungen getroffen. Modelle werden heutzutage zu im-
mer gréBeren Verbundmodellen gekoppelt (,Modell-Aggregation”, ,nested model-
ling“). Die groBen Modelle, ihre Aussagen und Grenzen kann man nur dann einord-
nen, wenn man zumindest mit kleinen Modellen selbst gearbeitet hat. Antrage zur
Finanzierung von Forschungsprojekten werden haufig kaum noch bewilligt, wenn
sie keine Modellierungsansatze beinhalten. Es ist heutzutage nicht mehr moglich
diese Technik auszuklammern. Um mit Modellierern kommunizieren und kooperie-
ren zu kénnen, sollte man einige Grundlagen der mathematischen Modellierung
kennen.



Anmerkungen

Die Notation von Dezimalzahlen folgt der internationalen Schreibweise mit einem
Dezimalpunkt. Zur besseren Lesbarkeit wurde im Text die mannliche Form gewahilt.
Abschnitte, die mit einem Stern (*) gekennzeichnet sind, dienen der Vertiefung und
konnen auch Ubersprungen werden.
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Grundlagen mathematischer Modellierung Kapitel 1 — Einfihrung

Einflihrung

1.1 Was ist ein Modell ?

Modelle kommen in allen Lebensbereichen vor. Ein Globus ist ein Modell der Welt.
Der Globus stellt auf den ersten Blick die gesamte Erdkugel dar. Es fehlen aber
sehr viele Dinge, wie zum Beispiel Pflanzen, Tiere, Menschen, Kriege etc. Der
Globus ist auf eine gewisse Art und Weise eine idealisierte Darstellung der Welt.

Quelle: Pixabay

Ahnlich verhélt es sich mit Teildarstellungen der Erde. Sowohl ein Landschaftsbild
als auch eine StraBenkarte stellen einen Teil der Welt dar. Und auch Wettermodelle
bilden einen Teil unserer Welt ab. Sie alle haben charakteristische Merkmale. Ein
wesentliches Merkmal vieler Modelle ist die Vereinfachung, d.h. dass nur die we-
sentlichen Aspekte durch das Modell beschrieben werden. Beschreibt man einen
Wiirfel mit dem mathematischen Modell V = a3, so beschreibt das Modell das Vo-
lumen V (bei gegebener Kantenlange a) aber nicht die Farbe oder das Material
des Wiirfels.

Ein weiteres Merkmal vieler Modelle ist die Skalierung in Raum und Zeit. Ein Atom-
modell stellt das Atom in einer GroRe dar, die wir sehen kénnen, ein Globus ist so
klein, dass er bequem auf dem Schreibtisch stehen kann. Eine zeitliche Skalie-

11



1.2. Was ist Modellbildung — mathematische Modellierung Grundlagen mathematischer Modellierung

rung ist beim Wettermodell notwendig, da man meistens eine Vorhersage erhalten
mochte. Das Modell muss also schneller als die Realitat sein.

Eine Konsequenz der Vereinfachung und Skalierung ist der begrenzte Giltigkeits-
bereich der Modelle. So gelten die Newtonschen Gesetze nicht nahe der Lichtge-
schwindigkeit, ein Globus taugt nicht zur Navigation im StraBenverkehr und ein in
Klimamodell wird keine Wettervorhersage liefern.

Somit sind Modelle also nicht eindeutig sondern sind zweckgebunden. Ein und
derselbe Aspekt kbnnen je nach Zielsetzung durch unterschiedliche Modelle dar-
gestellt werden. Man kdnnte also einen Definitionsversuch wagen:

Ein Modell ist ein Objekt oder Konzept, das benutzt wird, um einen realen Aspekt
so darzustellen, dass er in Hinblick auf eine Zielfrage verstanden werden kann.

1.2 Was ist Modellbildung — mathematische Modellierung

12

Die mathematische Modellbildung oder mathematische Modellierung versucht Tei-
le der Realitat mathematisch begreifbar zu machen. Die mathematische Modellie-
rung ist nicht an eine spezielle Wissenschaft gebunden und wird auf Fragestellun-
gen in Naturwissenschaften, Technik, Okonomie, Soziologie etc. angewendet. In
der (Natur)-Wissenschaft werden Modelle aufgestellt, um eine vorgegebenen Fra-
gestellung zu beantworten. Wie beim Modell selbst bereits erwahnt ist hierbei die
Zielsetzung von entscheidender Bedeutung.

Jedes Modelliervorhaben braucht eine Leitfrage oder ein Ziel!

Die Art und die Komplexitat eines Modells hangt von dieser Zielvorgabe ab. Ein
Modell soll einen Teilaspekt der Realitat so darstellen, dass es die Information
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liefern kann, die zur Beantwortung einer Leitfrage notwendig ist.

Beispiel:
Ein Klimamodell taugt nicht zur Wettervorhersage, ein Regentropfenmodell auch
nicht.

Arten von Modellen

Die Einteilung von Modellen in unterschiedliche Arten kann auf verschiedene Wei-
se geschehen und ist keinesfalls eindeutig. Eine Moglichkeit ist die Unterteilung
in

+ qualitative Modelle, die Grundprinzipien eines Systems beschreiben und mei-

stens einheitenfrei und normiert sind, und

 quantitative Modelle, die z.B. Budgetieren ermdglichen und meistens einhei-
tenbehaftet sind.

Grob gesprochen ist das Bild einen Schokoladenkuchens ein eher qualitatives Mo-
dell, das Backrezept ein quantitatives.

Eng damit verknUpft ist die Aufteilung in

+ einfache Modelle, die Prinzipien erklaren, und

« komplexe Modelle, die gunstigstenfalls Vorhersagen erlauben.

Ein einfaches Modell ware z.B. die Beschreibung des radioaktiven Zerfalls durch
die Exponentialfunktion oder das Wechselspiel von Arten in der theoretischen Oko-
logie. Einfache Modelle sind haufig qualitative Modelle. Komplexe Modell waren
z.B. Klimamodelle, die die Atmosphare und die Ozeanstromungen berucksichti-
gen. Komplexe Modelle sind haufig quantitative Modelle.

Eine wichtige Unterscheidung besteht darin, ob man Messdaten mithilfe eines Mo-
dells beschreiben méchte, ohne deren Zustandekommen zu bertcksichtigen oder

13
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14

ob man aufgrund der Prozesse, die zu den Daten geflihrt haben, ein Modell erstellt.
Man unterscheidet dann zwischen

» empirischen Modelle, die “nur” einen funktionalen Zusammenhang der Messda-

ten liefern und

* prozessorientierten Modelle, die versuchen die Prozesse eines Systems zu
beschreiben.

Ein weit verbreitetes Beispiel fir ein empirisches Modell ist die lineare Regression
(Methode der kleinsten Quadrate). Ein prozessorientiertes Modell wéare z.B. ein Kli-
mamodell, das u.a. die Beschreibung der Verdunstung und der damit verbundenen
Wolkenbildung beriicksichtigt

Eine eher technische Unterteilung, die aber weitreichende Konsequenzen hat, ist
die Unterteilung in

« diskrete Modelle, die den Zustand eine Systems in vordefinierten Zeitschrit-
ten bestimmen, wie z. B. Altersklassenmodelle, die die Bevoélkerungsstruktur
von Jahr zu Jahr berechnen, und

« kontinuierliche Modelle, die die Anderung des Systemzustands bestimmen
und in Form von Differentialgleichungen aufgeschrieben werden.

Altersklassenmodelle, die die Bevolkerungsstruktur von Jahr zu Jahr berechnen,
sind meistens diskrete Modelle. Ein Modell zur Bestimmung der Schadstoffkon-
zentration in einem See wiirde man eher kontinuierlich ansetzen.

Man unterscheidet weiterhin

+ deterministische Modelle, die nach dem Prinzip “aus A folgt B” arbeiten und

+ stochastische Modelle, die die Wahrscheinlichkeiten fir das Eintreten von
Ereignissen bestimmen, z.B. die Regenwahrscheinlichkeit.

Ein typisches stochastisches Modell steckt hinter der Regenwahrscheinlichkeit.
Aber nicht jedes Modell, das Zufallskomponenten besitzt, ist gleich ein stocha-
stisches Modell ist. Dann gibt es verschiedene Arten raumlicher Modelle, wie z.B.
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» 0D- Modelle, die keine raumliche Aufteilung des Untersuchungsgebiets beriick-
sichtigen und meistens bei gut durchmischten Systemen angewendet wer-
den und

» raumliche hoherdimensionale Modelle (1D, 2D, 3D), die die raumlichen Un-
terschiede an verschieden Orten des Untersuchungsgebiets berlcksichti-
gen.

Far die Beschreibung von Chemostaten und Planktotronen reicht haufig ein 0D-
Modell. Zur Beschreibung von Tidegewassern kommt man meist nicht um ein
héherdimensionales Modell herum.

Man erkennt an diesem Versuch der Klassifizierung schon, dass eine eindeuti-
ge Definition der Zugehorigkeit eines Modells nicht mdglich ist. Einfache Modelle
kénnen sowohl diskret als auch kontinuierlich sein, Auch ein hochaufgel6stes 3D-
Modell kann ein einfaches Modell sein, wenn z.B. die Verteilung von “marine snow”
nur das verdriften der Partikel im Strémungsfeld beschreibt und die Struktur und
Fraktalitat der Partikel auBer acht lasst.

Und dann kann man Modell noch nach ihrem mathematischen “Charakter” unter-
scheiden. Es gibt z.B.
- Differenzengleichungssysteme - diskrete Modelle, die die Anderung des Sy-

stemzustand beschreiben,

« Differentialgleichungssysteme (dynamische Systeme) - kontinuierliche Mo-
delle in der Zeit,

+ partielle Differentialgleichungssysteme - kontinuierliche Modelle in Raum und
Zeit,

» agentenbasierte Modelle - zumeist diskrete Systeme, die die aktive Bewe-
gung von z.B. Personen oder KFZ etc. beschreiben,

* Netzwerkmodelle - beschreiben die Beziehung von Objekten, z.B. die Verlin-
kung von Webseiten im Internet,

15
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Modell-Simulation

16

Ergebnisse von Modellen erhalt man durch eine Simulation. Hierzu wird ausge-
hend von einer Anfangskonstellation (Anfangswerte) sukzessive das Systemver-
halten zu spateren Zeitpunkten bestimmt. Diese Simulation liefert eine Realisie-
rung des Modells. Das Modell gibt die Einsicht in die Zusammenhange, die Simu-
lation liefert ein Ergebnis, das z.B. mit Messdaten verglichen werden kann. Wird
dieser Vergleich fur ausreichend gut befunden, so kann das Modell den beschrie-
benen Sachverhalt reproduzieren. Zeigt der Vergleich von Simulationsergebnis mit
den Daten Abweichungen, so muss dass Modell verbessert werden.

Grob kdnnte man sagen, dass das Backen des Kuchens anhand des Backrezepts
eine Simulation oder Realisierung ist.

Quelle: Pixabay
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2 Empirische Modelle

Bei der empirischen Modellierung wird ausgehend von einem oder mehreren Da-
tensatzen versucht, einen funktionalen Zusammenhang zu bestimmen, der diese
Daten ausreichend gut reproduziert. Dabei ist es streng genommen unerheblich
was der Datensatz beschreibt. Informationen, die Uber die Daten (Zahlen) hinaus-
gehen, werden bei empirischen Modellen im allgemeinen nicht bericksichtigt.

2.1 Parameteranpassung

Bei der Parameteranpassung wird eine Funktion vorgegeben und die Parameter
der Funktion anhand der Messdaten bestimmt. Es seien z.B. folgende Werte far
die Wassertemperatur an der Nordseekiste gegeben (Abbildung [2.1):

30

Temperatur in °C
[ ]

| Abbildung 2.1: Beispiel eines Jahres-
) Y Y S M B gangs der Wassertemperatur an der
1 Jahr Nordseekdste.

Diese Werte sollen nun durch eine Kosinusfunktion approximiert werden. Aus der
Grafik erkennt man, dass der kalteste Zeitraum Mitte Februar bis Mitte Marz ist.
Wir nehmen als kaltesten Tag den Tag 60 an. Die kalteste gemessene Temperatur
betragt ca. 4°C , die warmste ca. 22 °C . Die Temperaturdifferenz betragt somit
18°C , und die mittlere Temperatur ca. 13°C . Die Kosinusfunktion soll nun so
verandert werden, dass sie zu den Daten passt:

17
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Die Kosinusfunktion:

Skalierung auf [0, 1]

Skalierung auf 1 Jahr

Im Winter soll es kalt sein

Der kalteste Tag ist Tag 60

Die Amplitude betragt 9°C

Der Mittelwert betragt 13 °C

T = cos(t)

T = cos(27t) \ /

T= COS(%) \ /

T= —cos(%) / \
=-9 cos(w

T= 13—9003(%) =

Man erhélt so eine Kurve, die recht gut zu den Daten passt (Abbildung [2.2). Es
bleibt die Frage offen, ob es eine bessere Anpassung gibt. Wenn man weif3, wie
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es geht, kdnnen die Zwischenschritte natdrlich weggelassen werden.

30

Temperatur in °C

| Abbildung 2.2: Jahresgang der Wasser-
temperatur an der Nordseekiste und dar-
an angepasste Kosinusfunktion.

2.2 Lineare Regression

Im vorherigen Beispiel haben wir die Parameter der Kosinuskurve anhand weniger
Charakteristika, wie die Lage der Extrema bestimmt. Im folgenden wird ein Ver-
fahren beschrieben, dass die Anpassung einer Geraden an gegebene Messwerte
unter Berlcksichtigung aller Messwerte erreicht. Spater werden wir sehen, dass
das Verfahren auch fir die Kosinusfunktion funktioniert.

Die lineare Regression ist ein statistisches Verfahren, mit dem versucht wird, eine
beobachtete abhangige Variable durch eine oder mehrere unabhangige Variablen
zu erklaren. Bei der linearen Regression wird dabei ein lineares Modell angenom-
men. Im einfachsten Fall ist das lineare Modell eine Gerade y = m - x + b mit der
unabhangigen GroRe x und der abhangigen GrdéfBe y. Zu gemessenen Daten der
Form (x;, y;) werden dann die Werte fir m und b bestimmt, so dass die Gerade die
Daten moglichst gut beschreibtm

'In der Literatur findet man folgende Notation: y; = 8o+ 31 - X +¢j, i = 1...n Hier entspricht 5y dem
Parameter b und 3y dem Parameter m. Der Fehler der Abweichung der Geraden vom tatsachlichen
Wert ist hier ¢, der normalverteilt ist. Die Parameter 5y und 31 heiBen Regressionskoeffizienten.

19
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Beispiel: Wachstum einer Bohnenpflanze

20

Fir das Wachstum einer Bohnenpflanze seien folgende Messwerte fir die Zeit
in Tagen seit der Pflanzung und die zu dieser Zeit gemessene Hohe der Bohne
gegeben:

ZeittinTagen | 3 | 5|10 |15 /20 |30 |40| 50 | 60 | 70 | 80 | 100

Hoheyincm |05 (1| 2 | 7 |15 |30 |70 | 130 | 170 | 230 | 248 | 252

300 i
250 ° -9
L [ ] i
5200 j i
£ °
2150[- . .
S i
100— —
Abbildung 2.3: Bohnenwachstum: 50— ® -
Messwerte. Die gestrichelten Linien L . o 4
i i i oo © | | | |
geben den Zeitraum an, in dem lineares 05*® 20 20 50 80 700
Wachstum angenommen werden kann. Zeitin Tagen

In Abbildung erkennt man, dass im Bereich zwischen dem 20. Tag und dem
70. Tag wahrscheinlich ein linearer Zusammenhang zwischen der Wachstumszeit
und der Wachstumshéhe besteht. Diesen Zusammenhang kann man durch eine
Geradengleichung beschreiben:

y=m-t+b

Die Zeit t ist hier die unabhangige GréBe, die Hohe y der Bohne die abhangige
GréBe. Man schreibt fir die Zeit meistens t statt x. Wir wollen nun m und b bestim-
men. Uns interessiert insbesondere m, die Steigung der Geraden. Sie ist ein Maf3
fir die Wachstumsgeschwindigkeit. Eine solche Gerade kann man z.B. erhalten,
wenn man zwei beliebige Punkte in diesem Bereich miteinander verbindet. Handelt
es sich tatsachlich um einen linearen Zusammenhang und sind die Messungen
nicht fehlerbehaftet, so kann man so die Steigung und damit die Wachstumsge-
schwindigkeit erhalten. Liegen aber nicht alle Punkte auf dieser Geraden, so wird




Grundlagen mathematischer Modellierung Kapitel 2 — Empirische Modelle

die Lage der Geraden von der Wahl der Punkte abhangen.

In der Realitat wird aber weder das Wachstum exakt einem linearen Zusammen-
hang folgen (Bohnen wissen gar nicht, was das ist) noch wird man die Hohe derart
exakt messen. In Abschnitt [2.2) wird daher ein Verfahren vorgestellt, eine Gerade
zu bestimmen, die allen Punkten in diesem Bereich Rechnung tragt.

Aber nehmen wir mal beispielsweise die Gerade, die durch die Punkte bei t=20
und t=70 lauft, dann gilt:

15
230

m-20+Db
m-70+Db

Auflosen ergibt m = 4.3 und b =-71.0.

Man kann die Steigung m auch erhalten, indem man ein Steigungsdreieck betrach-
tet:

Ay  230cm-15cm

M= Ax "~ 70 Tage — 20 Tage

Im betrachteten Zeitintervall wachst die Bohne also 4.3 cm/Tag.

300

250~ -

200+ |

Hoéhe in cm
o
o
\
\

1001 -

501 -
e 4 Abbildung 2.4: Bohnenwachstum:

L \ \ i i i
05 20 20 50 80 100 Messwerte und die Gerade, die durch die

Zeit in Tagen Punkte (20,15) und (70,230) geht

Die Methode, nur zwei Punkte zu berlcksichtigen, ist natirlich falsch, da sich
Messfehler und Abweichungen in diesen Punkten stark auf die Lage der Gera-
den auswirken. Besser ist es alle Punkte zu berilicksichtigen, die im Bereich des
linearen Wachstums liegen. Hierzu gibt es die Methode der kleinsten Quadrate
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auch lineare Regression genannt.

Lineare Regression oder Methode der kleinsten Quadrate

Seient; <ty < --- <ty die n Zeitpunkte, an denen die n Messwerte y{,yo,- -+ ,¥p
gemessen wurden. Der Datenbereich des Beispiels aus[2.2] in dem lineares Wachs-
tum angenommen wird, ist durch

Zeit 20| 30|40 | 50 | 60 | 70
Hohey; | 15 |30 | 70 | 130 | 170 | 230

gegeben.

Es soll nun eine Gerade y(t) = m - t + b so bestimmt werden, dass die Summe der
Quadrate der Abweichungen von Messdaten und Geraden (Abbildung[2.5) minimal

wird.
300
250(~ —
5200 j ///// i
= 150 )= -
)
100 /ﬁ —
50— -
Abbildung 2.5: Bohnenwachstum: L Q D i
Messwerte, mdégliche Gerade und ihre 0g i i 4‘0 6\0 8\0 00
Abstandsquadrate. Zeit in Tagen
n 2 s 2
Q(m,b) => (yi—y(t))” =D _(yj— (m-tj+b))

Il
—

Il
-
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soll also minimal werden. Im Beispiel muss also

Q(m,b) = (15—=(m-20+Db))? + (30— (m - 30 +b))? + (70— (M - 40 + b))?
+ (130=(m-50+b))?+ (170 = (m - 60 + b))? + (230 — (M - 70 + b))?

minimal werden.

Um das Minimum zu bestimmen, werden die partiellen Ableitungen von Q nach m
und b bestimmt und gleich null gesetzt:

Man erhélt also zwei Gleichungen mit den zwei Unbekannten m und b. Formal
muss man natdrlich zeigen, dass es sich tatsachlich um ein Minimum handelt!

Methode der kleinsten Quadrate (lineare Regression)
Es seien n Messwerte y;,i = 1---n zu den Zeitpunkten t;,i = 1 - - - n gegeben.
Die Summe der Abstandsquadrate der Messwerte von der Geraden
y(t) = m -t + b wird durch
Siiti-yi—n-t-y o

m = 5 b=y-mt

n 2 ¥

mit den Mittelwertent= 1>t und y = 1 -1 y; minimiert.

Cov(t,y)

Mit den Grof3en Varianz und Kovarianz ausgedruckt gilt m = Y0

mit V(t) = 1 >0 (4 —1? und Cov(t,y) = L 30, (i —1) - (y; =)

23



2.3. Logarithmischer Zusammenhang Grundlagen mathematischer Modellierung

Im Beispiel erhalt man die Gerade
y=4.44.1-92.43

Das so bestimmte Wachstum betragt also 4.44 cm/Tag. In Abbildung[2.6|sieht man,
dass die Gerade zwar keinen der Messpunkte genau trifft, aber trotzdem besser
ist als die Gerade in Abbildung Dies liegt daran, dass Ausreil3er weniger stark

einflieBen.
300
250(— B
L o i
g200j -
£ ® |
9150 o f
S5 i
_ 100~ -
Abbildung 2.6: Bohnenwachstum: L i
Messwerte, fur die ein lineares Wachstum 50 S |
angenommen wird, und die Ausgleichs- L ' 0 |
ie si s \ | |
gerlade, die sich nach. der Methode der 0g 2 20 50 80 100
kleinsten Quadrate ergibt. Zeit in Tagen

Das Verfahren der linearen Regression ist in vielen wissenschaftlichen Taschen-
rechnern und Tabellenkalulationsprogrammen implementiert. Diese geben mei-
stens zusatzlich zu den Parametern das sogenannte Bestimmtheitsmal3 2 an.
Hierbei ist r durch

_ Cov(t,y)
VYV - V()

gegeben. Das Bestimmtheitsmalf3 r2 gibt den Anteil der durch die unabhangige
GroBe t erklarten Varianz an der Gesamtvarianz von y an. Liegen die Werte exakt
auf einer Geraden, so ist 1% = 1.

2.3 Logarithmischer Zusammenhang

Haufig folgen natlrliche Prozesse keinem linearen Zusammenhang. Am folgenden
Beispiel soll gezeigt werden, wie die Methode der linearen Regression auf Prozes-
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se angewendet werden kann, die einem logarithmischen Zusammenhang folgen.

Beispiel: Karzinogenese bei Ratten

Durch Gabe von Diethylnitrosamin, kann bei Ratten Krebs ausgelost werden. Je
hoher die tagliche Dosis ist, desto schneller entwickeln die Ratten einen Tumor.
Die Zeit von der Diethylnitrosamingabe bis zur Ausbildung des Tumors heif3t La-
tenzzeit. Es besteht folgender Zusammenhang

Dosis in mg/kg/Tag | 0.075 | 0.15| 0.3 | 06 | 1.25 | 25 | 5.0 | 10.0
Latenzzeit in Tagen | 1020 | 645 | 480 | 360 | 265 | 225 | 150 | 120

Auf den ersten Blick kann man nicht entscheiden, welcher Zusammenhang besteht
(Abbildung [2.7). Tragt man die Datenpunkte doppelt logarithmisch auf so erkennt

1200

1000

Latenzzeit | Tage
(2] [es]
o o
o o

B
o
o

2001 . 1 Abbildung 2.7: Karzinogenese bei Ratten.

i Aufgetragen sind die Dosis an Diethylnit-

% 5 a 5 s 1o rosamin und die zugehdrige Zeit bis zur
Dosis | mg/(kg d) Ausbildung eines Tumors (Latenzzeit).

man den Zusammenhang (Abbildung [2.8). Doppelt logarithmisch bedeutet, dass
sowohl die x- als auch die y-Achse logarithmisch sind. Hierbei ist es unerheblich,
ob man die Achsenskalierungen logarithmisch wahlt oder die Werte in der Tabelle
logarithmiert und die Achsen linear skaliert (sieche Achsen in Abbildung [2.8). Es
scheint ein linearer Zusammenhang zwischen dem Logarithmus der Dosis und
dem Logarithmus der Latenzzeit zu bestehen:

log(Latenzzeit) = m - log(Dosis) + b

Die Parameter m und b kann man nun mit der Methode der kleinsten Quadra-
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log(Dosis)
-0.5 0 0.5
T T T T T T A3

—_

1000

[ ]
° -25

T R
N
o

100

Latenzzeit | d
1
(9]
log(Latenzzeit)

Abbildung 2.8: Karzinogenese bei Ratten. 10

Aufgetragen sind die Dosis an Diethylnit-
rosamin und die zugehérige Zeit bis zur |
Ausbildung eines Tumors (Latenzzeit) in 1 L] Ll Ll

. . 0.1 1 10
doppelt logarithmischer Darstellung. Dosis | mg/(kg*d)

te bestimmen. Hierzu macht man sich zuerst die Wertetabelle der logarithmierten
Werte. Man beachte, dass diese Werte keine Einheit haben!!:

log(Dosis) -1.12 | -0.82 | -0.52 | -0.22 | 0.1 0.4 0.7 1

log(Latenzzeit) | 3.009 | 2.810 | 2.681 | 2.556 | 2.423 | 2.352 | 2.176 | 2.079

Man erhélt m = -0.42 und b = 2.48.

Aus log(Latenzzeit) = m - log(Dosis) + b folgt

Latenzzeit = 10m-|og(Dosis)+b _ 10b . Dosis™ = eb-In(10)+m-In(Dosis)

Dieser funktionale Zusammenhang ist in Abbildung dargestellt. Man hat nun
eine Funktion, mit der man zu einer gegebenen Dosis die Latenzzeit bestimmen
kann. In der Praxis wird die tatsachliche Latenzzeit davon abweichen (Ratten sind
keine Computer). Auch wei3 man nicht, welchen Giiltigkeitsbereich das Gesetz
hat (bei sehr hohen Dosen werden die Ratten vermutlich viel schneller Tumore
entwickeln, bei sehr niedrigen eventuell gar keine).

2.4 \Verallgemeinerung der linearen Regression

Weil3 man, dass der Zusammenhang zwischen abhangiger und unabhangiger Va-
riablen einem anderen Gesetz folgt, so kann man auch hierauf optimieren. Viel
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Dosis | mg/(kg d)

Abbildung 2.9: Karzinogenese bei Ratten.
Aufgetragen sind die Dosis an Diethylnit-
rosamin und die zugehdrige Zeit bis zur
Ausbildung eines Tumors (Latenzzeit) so-
wie der funktionale Zusammenhang, der

sich nach der Methode der kleinsten Qua-
drate ergibt.

Softwarepakete und Taschenrechner haben hierzu eine Reihe von Funktionen im-

plementiert:

f(x) = B1x + Bo
f(x) = Box? + B1x + Bo

linear
quadratisch

f(x) = B3x3 + Box° + B1x + By kubisch

Bei der Optimierung mit Hilfe der angegebenen Funktionen handelt es sich auch
um lineare Regressionen, da die Parameter j3; nicht in hoherer Potenz vorkommen.
Allgemein handelt es sich um eine lineare Uberlagerung von einfachen Funktionen:

wobei hier hj(x) = x| gilt. Die Parameter j; hei3en Regressionskoeffizienten.

Die Lésung eines Optimierungsproblems lauft analog wie im Falle der Geraden.
Man leitet die Funktion der Summe der Abstandquadrate nach den Parametern
ab, setzt diese gleich null und erhalt J Gleichungen mit J Unbekannten.
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Fourieranalyse *

28

Nun ist es nicht zwingend, dass die Funktionen h; Potenzen von x sind. Hat man
Messwerte, von denen man weiss, dass sie einer Periodizitat unterliegen, wie z.B.
der Temperaturverlauf eines Jahres, so kann man auch periodische Funktionen als
Basis wahlen. Das bekannteste Beispiel hierfirr ist die Fourier-Analyse. Man wahlt
als Funktion eine Uberlagerung aus Sinus- und Kosinusfunktionen:

hi(t) = cos(27rk_J|[_) 9(t) = sin(27rk_:_)

wobei die Funktionen hier von der Zeit t abhangen und T die Periodenlange ist. Der
Index k gibt die Ordnungszahl der Harmonischen das Vielfache der Grundfrequenz
2n/T an. Die Funktion wird nun wie folgt rekonstruiert:

J

f(t,ao,a1,...,aJ,b1,...,bJ)=aO+Zak~hk(t)+bk-gk(t) (2.1)
k=1

t t
=Qqp + Z <ak -cos(2mk=) + by - sin(27rk)>
k= T T

Der erste Term ag beschreibt den Mittelwert oder auch Gleichanteil, der Laufindex
k ist die Ordnungszahl der Harmonischen, den Vielfachen der Grundfrequenz 2n/T.
Die Grundfrequenz (k = 1) ergibt die sogenannte erste Harmonische, fir k = 2
erhalt man die 2. Harmonische oder auch erste Oberwelle, usw.

Sind die Stitzwerte t; der Messwerte y;, i = 1,..., N &quidistant Giber die Periode
T verteilt, so ergibt sich fur die optimalen Parameter
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Gleichung Gleichung nennt man Fouriersumme (fir J — oo Fourierreihe).
Die Koeffizienten ay, by (2.2) heiBen Fourierkoeffizienten. Sie sind hier die Re-
gressionskoeffizienten.

Die Zahl der zu bestimmenden Koeffizienten ist 2J + 1, daher muss die Zahl der
aquidistanten Messwerte N mindestens dieser Anzahl entsprechen:

N> 2J+1 (2.3)

Diese Beziehung findet man unter dem Begriff Abtasttheorem. Andersherum aus-
gedrlckt, wenn man N aquidistante Abtastwerte hat, kann man das Signal maximal
bis zur Harmonischen J rekonstruieren.

Das Verfahren der Fourieranaylse ist in vielen Programmen, wie z.B Matlab, imple-
mentiert.

Fir die Fourieranalyse gibt es viele verschiedene Darstellungsweisen. So kann
man als Basisfunktionen nur Kosinusfunktionen nehmen oder auch komplexe Ex-
ponentialfunktionen. Daher ist es schwierig, sich in der Literatur zurechtzufinden,
da alle Notationen sehr ahnlich aussehen. Glicklicherweise muss man dies alles
nicht selber programmieren. Fir viele Programmpakete, wie z.B. MatLab oder R
gibt es getestete Implementierungen der Fourieranalyse.
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30

Beispiel fur die Temperatur an einem Septembertag.

Daten

251 ) ) . °

20F ° e o

15 . °

10} [ ] [ )

° [ ]
5 N ° e R

Abbildung 2.10: Temperaturdaten an ei- ® . .o °°
nem Septembertag. °5 i " 15 P o

In diesem Beispiel liegen nun stiindliche Temperaturdaten eines Septembertages
vor (Abbildung [2.70] . Diese sollen nun mit Hilfe der Fourieranalyse und anschlie-
Bender Synthese durch eine Uberlagerung von Sinus und Kosinusfunktionen be-
schrieben werden. Die Anzahl der Messwerte is N=24. damit ergibt sich fir die
Anzahl der Harmonische J=11 (N > 2J + 1). Das Ergebnis ist in Abbildung
(rechts) zu sehen. Die einzelnen Messdaten werden von der Funktion getroffen.

Daten und MW + 11 Harmonische

® Daten
|—— MW + 11 Harmonische

Daten und MW + 1 Harmonische

% © Daten
|— MW + 1 Harmonische

Daten, MW + 3 Harmonische

10 15 20

Abbildung 2.11: Fouriersynthese. Dargestellt sind die Messwerte zusammen mit der Synthese aus
1, 2 und 11 Harmonischen (von links nach rechts).

In Abbildung (links) sieht man die Approximation durch die Grundwelle (1.
Harmonische).Die zugehdrige Funktion bis zur 1. Harmonischen lautet entspre-

chend Gleichung (2.1)

t t
f(t,ap,a1,b1) =ag+ag - cos(27rf) +bq- sin(27rf) (2.4)

t
=ag+A- cos(27rf + ) (2.5)
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mit den Parametern ag = 9.46, a1 = —9.54, by = —2.96 (gerundet). Die letzte Zei-
le ergibt sich aus den Additionstheoremen fiir trigonometrische Funktionen, wobei
A= \/a$ + b? undtanp = _%1 gilt Damit handelt es sich bei der 1. Harmonischen
um eine phasenverschobene Kosinusfunktion. Dies entspricht in etwa dem Ergeb-
nis zu den Nordseedaten, das in Abschnitt [2.1] beschrieben wurde. Nur dass hier
aufgrund der Konstruktion Gber die Methode der kleinsten Quadrate die beste An-
passung gefunden wird. Man kann so auch die gesamte Fouriersumme (Gleichung
nur mit Kosinusfunktionen darstellen. Man hat dann als Parameter die Ampli-
tuden Ay und die Phasenwinkel ¢. Diese Darstellung nennt man auch spektrale
Darstellung. In Abbildung sind exemplarisch ein paar Harmonische einzeln
dargestellt. Man sieht gut, wie sich die Frequenz mit zunehmender Zahl erhoht.
Summiert man den Wert jeder Harmonischen zusammen mit dem Gleichanteil zu
jedem Zeitpunkt auf, so erhalt man gerade den rekonstruierten Wert zu diesem
Zeitpunkt.

15¢

—— 1. Harmonische
—— 2. Harmonische
—— 3. Harmonische
——11. Harmonische

Abbildung 2.12: Darstellung der 1., 2., 3.

-15 L L L s ) .
o . 0 15 20 s und 11. Harmonischen.

Beispiel: Heizungsthermostat

Daten

3
25F
2r e00000000000
15F
leooeocoooe o000 1
0.5F
Abbildung 2.13: Solltemperaturen eines
% s 0 " 2 s Heizungsthermostats.

2Es gilt: cos(x +y) = COSX - COSy —sinX - siny
Ansatz: A - cos(x+¢) =A-cosx-cosp—A-sinx-sing =aj - cosx + by -sinx
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32

Nehmen wir an, dass eine Heizung so gesteuert wird, dass sie nachts 18°C und
tagsiiber 21°C erreichen soll. Dieses Schema kann man nun z.B Uber stlindliche
Angaben wie in Abbildung [2.13|erreichen. Will man dies durch eine einzelne Funk-
tion ausdriicken, so geht dies genauso wie bei dem Beispiel zuvor. Schaut man

Daten und MW + 1 Harmonische Daten, MW + 3 Harmonische Daten und MW + 11 Harmonische

o Daten ® Daten
+ o |— MW + 11 Harmonische|

® Daten
|—— MW + 1 Harmonische |

0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20

Abbildung 2.14: Fouriersynthese. Dargestellt sind die Messwerte zusammen mit der Synthese von
1, 3 und 11 Harmonischen (von links nach rechts).

sich auch hier einzelne Harmonische an (Abschnitt[2.15), so fallt auf, dass hier die
geraden Harmonischen Null sind. In der spektralen Darstellung (Gleichung[2.5) be-
deutet dies, dass alle Phasenwinkel ¢ = 0 sind, also keine Phasenverschiebung
vorkommt. Zwischen den vorgegebenen Zeitpunkten (zwischen den vollen Stun-
den) entspricht das Ergebnis nicht unserer intuitiven Erwartung. Fir diese Werte
liegt aber keine Information vor, da die Synthese sicher nur 24 Werte exakt trifft
(Abtasttheorem).

0.8

—— 1. Harmonische
—— 2. Harmonische
—— 3. Harmonische
——11. Harmonische

0.6

0.4}

0.2

-0.2F
0.4}
Abbildung 2.15: Einzelne Harmonische.
Dargestellt sind exemplarisch die 1. 2. 3.
und 11. Harmonische 08

-0.6F
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3 Diskrete Modelle (1D)

Im vorherigen Kapitel haben wir ausgehend von Messwerten einen funktionalen
Zusammenhang hergestellt. Haufig ist man aber nicht nur an der Rekonstruktion
von Daten interessiert (oder es gibt gar keine Daten) sondern man mdchte die
Zusammenhange und Prozesse eines natirlichen Systems verstehen. In diesem
Fall fragt man die Experten, z.B. Biologen oder Physiker, wie sich das System, das
man durch ein Modell beschreiben mochte, verhéltﬂ Modelle, die auf den dem Sy-
stem zu Grunde liegenden Prozesse basieren, nennt man auch prozessorientierte
Modelle.

3.1 Beispiel Bohnenwachstum

Aus den empirischen Messungen des Wachstums der Bohnenpflanze wissen wir,
dass die Pflanze in der Hauptwachstumsphase mit einer Wachstumsrate von

m=4.43 cm/Tag wachst. Somit kdnnen wir ein Modell fir die Hauptwachstumspha-
se aufstellen. Am Tag 0 der Hauptwachstumsphase (Tag 20 seit der Keimung) , ist
die Pflanze 15 cm hoch. Wir bezeichnen diesen Tag mal mit tg und den zugehori-
gen Wert mit xg. Anhand dieser Information stellen wir folgendes Wachstumsmo-

dell auf:
Zeit Bohnenhodhe
to (Tag 20) XQ
t1 (Tag 21) X{=Xg+Mm
to (Tag 22) Xo=X{+M=Xg+M+M=Xg+2-M
tn (Tag 20+n) Xn =Xp—{ +M=Xg+N-M

the1 (Tag 204N+1) Xpp1 =Xp+M=Xg+(N+1)-m

'Das Wissen der Experten basiert dabei im allgemeinen natirlich auch auf Messungen und
deren Interpretation.
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Dies ist das Modell des linearen Wachstums oder auch arithmetischen Wachs-
tums. Fir das Beispiel des Bohnenwachtums gilt das Modell nur fir die Haut-
wachstumsphase, also bis n=50 (Tag 70).

Allgemein kénnen wird das Modell mit dem Startwert xo auf verschiedene Arten
aufschreiben:

1. Xn =Xp—1 +M n=1,2,...

2. Xpp1 =Xn+M n=0,1,2,..

3. Xn=Xg+Nn-m n=1,2,..

4. Xpy1 =Xp+N-mM n=0,1,2,..
Die ersten beiden Formen nennt man implizite Darstellungen, da der Folgewert
aus dem vorherigen berechnet wird. Die letzteren beiden sind explizite Darstel-

lungen, da der Wert jeweils direkt aus dem Startwert xg bestimmt wird. Es handelt
sich aber bei allen Darstellungen um dasselbe Modell.

3.2 Beispiel Bakterienwachstum

34

Aus der Mikrobiologie sei bekannt, dass sich Bakterien einer bestimmten Art ca.
alle 20 Minuten teilen. Wir nehmen vereinfachend an, dass sich dabei auch die
Bakterienbiomasse alle 20 Minuten verdoppelt. Ein Bakterium hat in etwa einen
Durchmesser von 0.5 um.

Zielfrage: Wie viele Bakterien entstehen aus einer vorgegebenen Anzahl in einer
vorgegebenen Zeit?

Anhand der uns zur Verfugung stehenden Information stellen wir folgendes Wachs-
tumsmodell auf:
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Zeit Bakterienzahl

to = O min Xo

t1 =20 min X1 =2-Xg

t2=40min X2=2-X1=2‘2-X0

th = n- 20 min Xn=2Xp_1=2----2-X9=2""Xg

the1 =(N+1)-20MiN Xpp1=2-Xn=2----2-xg=2""1.x%p

Man erhalt das Wachstumsmodell des exponentiellen Wachstum in expliziter
Darstellungﬂ Das Modell wird in Form einer mathematischen Folge aufgeschrie-
ben (siehe Anhang|A.1.1) , entweder explizit als

xn=2"-x9 n=1,2,..
oder in impliziter (rekursiver) Darstellung
Xn=2-Xp—1 Nn=1,2,..

wobei jeweils X als Anfangswert vorgegeben wird. Die implizite Darstellung wird
haufig auch in der Form

Xnsi =2:-Xn n=0,1,2,..

geschrieben. Beide Darstellungen beschreiben dasselbe Modell. Der Unterschied
liegt nur in der Indizierung.

Das Modell kann man auch mit der e-Funktion aufschreiben. Dazu formt man die
explizite Darstellung mit Hilfe der Rechenregeln fir Exponentialfunktionen und Lo-
garithmen (siehe Anhang um:

2" = exp(In2") = exp(n - (In2))

2Beweis der expliziten Formel durch vollstandige Induktion *:
Induktionsanfang: n = 0 : xg = 20 - xq
Induktionsschrittn—1 —n:
Es gelte X, = 2" - xp , dannistxp, =2 - xp1 =2 -2 . xg=2"-%g.
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Uberpriifung der Plausibilitit des Modells

36

Zunachst mussen wir Uberprifen, ob das Modell plausibel ist, d.h., dass es der
Realitat entspricht. Wir stellen die Frage:

Wie viele Bakterien gibt es nach einem Tag und welches Volumen nehmen sie ein ?

Ein Tag hat 24 - 3-20 Minuten, entspricht also 72 Zeitschritten. Unter der Annahme,
dass zu Anfang ein Bakterium existiert, hat man nach 72 Zeitschritten

x70 = 272 = 10721092 1021674 1, 47. 102" Bakterien.

Nun, solch eine Zahl sagt uns anschaulich nicht viel ﬁ Schauen wir uns daher
das Volumen an. Wir nehmen der Einfachheit halber an, dass die Bakterien ku-
gelférmig sind und trotzdem dicht an dicht (ohne Licken) gepackt liegen. Damit
unterschatzen wir das tatsachliche Volumen.

Das Volumen Vg eines Bakteriums mit einem Durchmesser von
d=0.5um=0.5-10"%m betragt

3
4 _(d 4 63 3 _ 1 18,3
VB=37T<2> =§7r(0.25-10 )'m = 4g7 107°m’.

Das Gesamtvolumen V betragt also nach einem Tag

1
V=X72-VB=47-1020-E-7T-10_18m3%3-102m3.

Dieses Volumen entspricht einem Quader der Kantenlange 3m x10mx 10 m, also
in etwa einem grof3en Seminarraum. Upps, kann irgendwie nicht richtig sein!

Vielleicht ist die von uns angenommene Wachstumsrate zu grof3.
Bisher ist die Zahl der Bakterien, die pro Zeitschritt hinzukommt, genauso grof3 wie
die Zahl bereits existierender Bakterien. Die Anderung der Zellzahl ist also zu jeder

3Zum Vergleich: Avogadro-Konstante (Anzahl Teilchen pro Mol): Na ~ 6,022 - 1023,
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Zeit die Zellzahl selbst:

Xnt1 =2 -Xn=Xn+Xn=Xn+1:Xp
Die Wachstumsrate betragt somit 1. Bei einem Zeitschritt von 20 min entspricht
dies also gerade der Verdopplung, die uns aus der Mikrobiologie genannt wurde.

Vielleicht missen wir diese Wachstumsrate verringern. Setzen wir anstelle von 1
nun den Kontrollparameter r ein, so erhalten wir folgendes Modell:

Xnet =Xn + 1 Xn = (1 +71) - Xn reRY
Wir erhalten nun folgende explizite Darstellung:
Xt =(1+0) - Xn=(1+0)-(1+1)-Xpq =...=(1 +r)n+1 X0

oder anders geschrieben

In(1+n)" _ n-In(1+r)

Xn=Xg-(1+1N"=xg-e Xg - €
Es handelt sich also auch hier um das Modell des exponentiellen Wachstums. Fir
r=1 haben wir unser bisheriges Modell. Wir kdnnten nun r verringern, aber fir jede
Wachstumsrate r > 0 wachst die Zahl der Bakterien schlieBlich Uber alle Grenzen.

(Abbildung [3.9).

Exponentielles Wachstum
1200 T T T

1000} $
800+

600

Bakterienzahl

400
20 o 1 Abbildung 3.1: Vergleich des exponenti-
0 - oa-8 8" . ellen Wachstums fur die Wachstumsrate
Y e O ¥ r=1(grin)undr=0.8 (blau).
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Implementierung in MatLab *

Die explizite Losung kann man in MatLab sehr leicht implementieren:

r=1; %parameter

n=1:10; %time steps

x0=1; % initial wvalue

x=x0* (1+r) . " n; %calculating values

plot (x,’kx") %plotting values

Die implizite Darstellung kann man wie folgt numerisch Iéserﬁ:

x(1l)=1; % initial wvalue

N=10; % number of time steps

r=1; % parameter

$loop until N

for n=1:N
x(n+l)=x(n)+rxx(n);

end

plot(x, k*’) Splotting values

Achtung: MatLab beginnt mit der Indizierung bei 1. Somit ist der Startwert in x(1)
und der 10. Wert in x(11).

4Geht in MatLab allerdings auch eleganter

38



Grundlagen mathematischer Modellierung Kapitel 3 — Diskrete Modelle (1D)

3.3 Logistisches Wachstum

Nun, irgendetwas ist also im Bakterienmodell immer noch falsch. Wir haben bis-
her eine sehr grobe Zielfrage im Auge gehabt. Anfangs wurde nicht spezifiziert, fir
welche Zeitraume das Modell Gltigkeit haben soll. Wenn wir die Zahl der Bakteri-
en nach wenigen Stunden bestimmen, so scheint das Modell plausible Ergebnisse
zu liefern.

Wir mlssen also entweder den Gltigkeitsbereich einschranken oder das Modell
an den gewilnschten Giltigkeitsbereich anpassen. Zuerst stellt sich die Frage,
warum der Gultigkeitsbereich eingeschrankt ist.

Bakterien brauchen zum Wachstum Nahrstoffe und i.a. Sauerstoff. Lasst man eine
Bakterienkultur in einer Petrischale auf Nahrlésung wachsen, so wird die Nahrldésung
nach und nach verbraucht. Je dicker der Bakterienrasen wird, desto schlechter
werden innen liegende Zellen mit Sauerstoff und Nahrstoffen versorgt. Es gibt also
eine Nahrstofflimitierung und eine Limitierung durch den zur Verfligung stehenden
Platz. Bakterien werden also mit abnehmendem Nahrstoff- und Raumangebot im-
mer langsamer wachsen und sich dementsprechend auch immer seltener teilen.

Wir miUssen die Wachstumsrate mit zunehmender Bakterienzahl abnehmen lassen
, also

Xn+1 = Xn + R(Xn) - Xn

wobei R nun eine Funktion der Bakterienzahl ist, die monoton fallend sein soll, also
z.B.

RO =1+ (1= ) r

mit der Kapazitat K und der maximalen Wachstumsrate r. Fir sehr kleine Bakte-
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Grundlagen mathematischer Modellierung

10000

Exponentielles vs Logistisches Wachstum
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;E'g 6000
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Abbildung 3.2: Vergleich zwischen expo- sonol S
nentiellem Wachstum und logistischem ool &

Wachstum mit r = 1 und K = 3000. Der B T S
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Startwert ist jeweils xg = 1. Zeitschritte

rienzahlen betragt R nahezu r, und wird immer kleiner, je mehr sich die Zahl der
Bakterien der Kapazitat K nahert. Wir erhalten also das verbesserte Modell:

Xn
Xns1 = Xn + - 1—? - Xn

Dieses ist das Modell des logistischen Wachstums. Fir kleine Bakterienzahlen
wachst die Population nahezu ungebremst. Je groBer die Population wird, desto
langsamer wachst sie (Abbildung [3.2). Ist die Zellzahl sehr klein gegenliber der
Kapazitat, betragt die Wachstumsrate nun in etwa r.

Die rechte Seite kann man nun als Funktion der Zellzahl x schreiben. Sie gibt an,
wie grof3 die Zellzahl im jeweils nachsten Zeitschritt ist:

f(x)=x+r~(1—x)-x=—rx2+(1+r)~x

K K

Die Zellzahl ist also als Funktion der Zellzahl im vorherigen Zeitschritt zu verste-
hen. In Abbildung [3.3]ist der Graph der Funktion f fiir r = 1 gegeben. Es handelt
sich um eine nach unten geoffnete und nach rechts verschobene Parabel.

Bakterienzahl zur Zeit n+1

Abbildung 3.3: "Rechte Seite” des Mo-
dells zum logistischen Wachstum fiir r = 1
(schwarz) und die Gerade y = x (grin).

0 K*(1+n)/r
Bakterienzahl zur Zeit n
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Es qilt:

« f(0)=0, d.h wenn keine Bakterien da sind, entstehen auch keine,

f(K)=K, wenn die Bakterienzahl gerade gleich der Kapazitat ist, verandert sie
sich nichts mehr,

« fir 0 < x < K, gilt f(x) > x, die Zellzahl nimmt zu,

« firx > K, gilt f(x) < x, die Zellzahl nimmt ab.

Der Schnittpunkt der Geraden y = x mit dem Graphen der Funktion gibt gerade
die Zellzahlen an, bei denen sich nichts mehr andert, also f(x) = x gilt. In unserem
Beispiel also, wenn

x+r'<1—l);)-x=x oder r~<1—x>-X=0

gilt. Dies gilt fir x = 0 und x = K.

Man kann das Modell auch graphisch simulieren. Dazu wahlt man einen Anfangs-
wert fUr die Zellzahlen und bestimmt die Zellzahlen der folgenden Schritte, wie in
Abbildung [3.4] dargestellt.

Bakterienzahl zur Zeit n+1
x

Abbildung 3.4: "Rechte Seite” des Mo-
dells zum logistischen Wachstum mit gra-
fischer Lésung (Cobweb plot)

0 o X4 2 3 2K
Bakterienzahl zur Zeit n

VergréBert man die Wachstumsrate r passieren merkwirdige Dinge. Das System
erreicht nicht mehr zwingend den Fixpunkt bei K sondern oszilliert oder macht so-
gar Chaos (Abbildung[3.5). Dies ist eine Folge des diskreten Zeitschritts. Befindet
sich das System zur Zeit n — 1 unterhalb der Kapazitat und ist die Wachstumsrate
grof3, schief3t es mit dem nachsten Schritt n Uber die Kapazitat hinaus. Im Schritt
n + 1 fallt es dann wieder unter K.
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Abbildung 3.5: Logistisches Wachstum fir die Wachstumsraten r = 1.0 (links), r = 2.1 (Mitte) und
r = 2.7 (rechts). Startwert xg = 0.1 Mio., K= 1 Mio.

Um dieses Verhalten zu vermeiden, muss man den Zeitschritt verkleinern, infiniti-
simal werden lassen. Dies wird in Kapitel 4] behandelt.

Tragt man die Lésung des Systems (ohne die ersten Schritte, in denen sich das
System noch einschwingt) Gber der Wachstumsrate r auf so erhalt man ein soge-
nanntes Bifurkationsdiagramm (Abbildung [3.6).

1.4 T T

12} /—\ |

0.8F

0.6

Bakterienzahl in Mio.

0.4F

0.2F

0 1 1
1 1.5 2

Wachstumsrate r

Abbildung 3.6: Bifurkationsdiagramm des logistischen Wachstums.
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3.4 Zusammenfassung der Wachstumstypen

Bisher haben wir das lineare, dass exponentielle und das logistische Wachstum
betrachtet. Das lineare Wachstum ist durch einen konstanten Zuwachs, das expo-
nentielle Wachstum durch eine konstante Wachstumsrate gekennzeichnet. Beim
exponentiellen Wachstum ist das Wachstum proportional zum aktuellen Wert , wo-
bei die konstante Wachstumsrate gerade die Proportionalitatskonstante ist. Es ist
durch einen unbegrenzten immer steiler werdenden Anstieg gekennzeichnet. Das
exponentielle Wachstum 13sst sich leicht in rekursiver und expliziter Darstellung
aufschreiben.

Beim logistischen Wachstum nimmt die Wachstumsrate mit zunehmenden Wert
der betrachteten GroB3e linear ab. Das logistische Wachstum ist dadurch gekenn-
zeichnet, dass das Wachstum mit zunehmender GréBe (Abundanz) immer gerin-
ger wird und auf die sogenannte Kapazitat zustrebt.

Arithmetisches Wachstum (lineares Wachstum)

rekursive Darstellung: X1 = Xn + M
explizite Darstellung: xn =xg+a-m

*
m>0 m>0 **
*
*
*
*
X, * log(x)| &
*
*
E
* *
*
*
*
*
N (N O N O I DO A BN
n n
m<0 m<0
*
* *
* -
-
* *
X, * log(x,) *
* *
*
* *
*
*
O O O O O B N I U I DO A BN
n n
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Exponentielles Wachstum

rekursive Darstellung: X1 =1+ Xn

explizite Darstellung: X, = Xg - I = xq - €MON = x4 - 10109()N

r>1 r>1

Xa log(x,)

R e A B R
n

r<i r<i

X o* log(x,) *

* *.

*
\\\T**L%;; S Y I
n

Logistisches Wachstum

rekursive Darstellung: X1 = Xn +r- (1 — XV”) -Xn, 0 < Xg < K, r >0, rklein

e .

X Iog(xn) *

*

O I N T N B B I S |
n n

In der logarithmischen Darstellung sieht man, dass das Wachstum zu Beginn na-
hezu exponentiell ist.
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4 Differentialgleichungsmodelle (1D)

4.1

Exponentielles Wachstum

Gehen wir noch einmal zuriick zu dem diskreten Modell des exponentiellen Wachs-
tums (Bakterienmodell):

Xnt1 = Xn +T-Xn,

wobei xq als Anfangswert vorgegeben wird. Dieses Modell berechnet die Bakteri-
enzahl von Zeitschritt zu Zeitschritt (n — n + 1).

Betrachtet man nun die Bakterienzahl zu einer Zeit und wahlt den Zeitschritt At,
so bleibt mit

x(t+ At) = x(t) +r- x(t) - At,
far At = 1 alles beim alten. Nun stellen wir die Gleichung um und lassen At immer
kleiner werden. Der Differenzenquotient geht Gber in den Differentialquotienten

Ax:%t{_x(t) = r-x()

ax(t)
dt

Man erhalt die gewohnliche Differentialgleichung (DGL) des exponentiellen Wachs-
tums:

dx(t)

g =" X0 kurz x'=r-x oder x=r-x, (4.1)

sie hat die Lésung
x(t)=C-e"t. (4.2)

C ist eine freie Konstante, die durch den Anfangswert bestimmt wird. Der Parame-
ter r hei3t Wachstumsrate.
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4.1. Exponentielles Wachstum Grundlagen mathematischer Modellierung

Ist ein Anfangswert vorgegeben (x(tg) = Xg) so nennt man die Suche nach der
Lésung der DGL, die zu diesem Anfangswert gehért, ein Anfangswertproblem
(AWP):

Man kann leicht Uberpriifen, dass [4.2] eine Lésung von Gleichung [4.1] ist. Hierzu
leitet man4.2/nach t ab:

dx(t)
dt

=r-C-et=r-x(t).

Far alle, die noch keine Vorlesung zu Differentialgleichungen gehort haben, sei an
dieser Stelle der Anhang [C|empfohlen.

Vergleich diskretes Modell und DGL*

46

Betrachten wir noch einmal den diskreten Fall

n+1 _ (n+1)-In(1+r)

Xne1 = (141) - Xn=Xg-(1+71) Xp - €

Fiir n=0 ergibt sich X1 = xq-€"™(1*+")_ Im stetigen Fall gilt x(1) = Xo-e® 1. Um also mit
dem diskreten und dem stetigen Modell dasselbe Wachstum zu erreichen, muss
a = In(1 + r) gesetzt werden.

(In(1+r))-t _

x(t)=xg - e = xg - e+

"oxg- (140!,

Die Wachstumsrate a ist also immer kleiner als r. Warum ist dies so? Betrachtet
man das Modell diskret, so wird immer fiir einen ganzen Zeitschritt At die Ande-
rung auf der Basis der Bakterienzahl zu Beginn des Zeitschritts ty angenommen:

Ax =r-Xx(tg) - At (4.3)

Im Intervall [t, t+ At] wird also x als konstant angenommen. Im kontinuierlichen Fall
nimmt die Zahl der Bakterien aber stetig zu (Abbildung [4.7).

Will man also ganz speziell im DGL-Modell nach einem Zeitschritt eine Verdopp-
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T T
—DGL a=1

18 DGL a=In 2
- -diskret r=1

E 10

< ,
8r Y
6r 1 Abbildung 4.1: Vergleich des exponentiellem
ar 1 Wachstums fiir das diskrete Modell mit der
2t 1 Wachstumsrate r = 1 (griin) und das DGL-
0 Modell mit der Wachstumsrate a = 1 (blau)

zeit ' und a = In(1 +r) (gelb).

lung (r=1) erreichen, so gilta =1n2 ~ 0.69:

x(t) = xg - elin2)t _ Xg - gn2' _ xg - 2!,

Umgekehrt gilt fir a = 1, dass man nach einem Zeitschritt eine ver-e-fachung der
urspriinglichen GréBe erhalt:

X(t) =xg-e

4.1.1 Zur numerischen Losung der DGL

Betrachten wir noch einmal das AWP

dessen Lésung x(t) = e"tist. Fiir r = 1 gilt also x(t) = el und somit x(10) = el0 ~
22026.

Die L6sung kann numerisch durch das Euler-Verfahren (Anhang |C.2.1) approxi-
miert werden:

Xkeq = Xk + - Xy - At k=0,1,..

At ist die Schrittweite des Verfahrens. Je kleiner At desto genauer das Ergebnis.

Das Euler-Verfahren liefert fir At = 0.1 als Losung x(10)=13781. Dies ist sehr weit
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4.2

4.2.1

48

von der tatsachlichen Losung entfernt. Verkleinert man den Zeitschritt, wird das
Ergebnis besser. Fir At = 0.001 liefert es das Ergebnis x(10)= 21917. Man kann
zwar den Zeitschritt weiter verkleinern, dies verlangert die Rechenzeit erheblich
und das Ergebnis wird dadurch nicht unbedingt besser. Das Euler-Verfahren ist
nicht geeignet um numerisch exakte Ergebnisse zu bekommen.

Setzen wir nun den Zeitschritt auf At = 1, dann liefert das Verfahren x(10)=1024.
Dies ist genau die Lésung, die uns das diskrete Modell

Xns1 = Xn + T Xp n=0,1,..

flrr=1undyg = 1 liefert.

Es ist wichtig zu verstehen, dass das diskrete Modell und die DGL zwei unter-
schiedliche Sachverhalte beschreiben. Beim diskreten Modell geht man davon aus,
dass die Werte von Schritt zu Schritt berechnet werden. Es wird also keine Losung
approximiert, die diskreten Werte sind die Losung. Bei der numerischen Losung
der DGL wird die Lésungsfunktion durch das numerische Verfahren approximiert.
Das einfachste dieser Verfahren, das Euler-Verfahren, ist gerade die Approximati-
on durch das diskrete Modell. Dieses Verfahren macht aber bei der Losung groB3e
Fehler. Die Approximation an die tatsachliche Losung der Differentialgleichung ge-
lingt umso besser je besser das Verfahren ist bzw. je kleiner der Zeitschritt ist.
Letzteres funktioniert aber nur in begrenztem Mafe. Ein Verfahren, das meistens
gute Ergebnisse liefert, ist das Runge-Kutta-Verfahren (AnhangiC.2.2). Obiges
Beispiel wird in MatLab wie folgt implementiert:

Implementierung in Matlab*

Euler-Verfahren

% exponential growth

t (1)=0; % start time
x(1)=1; % initial wvalue
dt=0.1; % step size
tend=10; % end time

r=1; % parameter
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kend=tend/dt; % number of steps
% loop until tend
for k=1l:kend
t (k+1)=kxdt;
x (k+1)=x(k)+tr*+x(k)xdt;
end

plot (t,x)% plotting values

Bemerkung: Die Implementierung geht in MatLab auch eleganter

4.2.2 Runge-Kutta-Verfahren

function myode

t0=0; % start time

y0=1; % initial wvalue
tend=10; % end time

r=1; % parameter

[)

% call of ode solver
[t,y]=oded5(Qf, [t0 tend],v0,[],x);
plot(t,y) %plotting values

$ODE function

function dydt=f(t,y,r)
dydt=rx*y;

4.3 Logistisches Wachstum

In Abschnitt[3.2/ haben wir das logistische Wachstum kennen gelernt. Im diskreten
Fall hatte das logistische Wachstum folgende Form

Xn
Xn+1=Xn+r' 1—? *Xn -

Diese Gleichung geht nun in

d();f[t)=r-<1—:i>-x (4.4)

uber.

Die Losungen der logistischen DGL weisen im Unterschied zur Differenzenglei-
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50

chung unabhangig von der Parametrisierung nun kein Chaos mehr auf. Man kann

Logistisches Wachstum

1\
>0.8//

0.6
0.4

Abbildung 4.2: Lésungen des logistischen 02
Wachstums (r=1, K=1) fur verschiedene ) ) ) )
Anfangswerte. 0 2 ‘t a © 8 10

man folgende Lésungstypen unterscheiden:

—

. Lésungen, die zwischen 0 und K bleiben und monoton wachsen

\o}

. Lésungen, die sich monoton fallend K annahern

w

. Lésungen, die von kleiner 0 gegen —oo streben (nicht abgebildet)

N

. Lésungen, die konstant sind (x = 0 und x = K)

Das logistische Wachstum weist fir den 1. Losungstyp fur kleine Anfangswerte xq
zunachst ein exponentielles Wachstum auf, denn in diesem Fall gilt

dx(t) X _ r o
?_r (1 K) X=r-X K XS ~Tr-X.

Far Startwerte in der Nahe von K/2 ist das Wachstum zunéchst linear.

Die sigmoiden Losungen (0 < xg < K/2) der logistischen Differentialgleichung sind
punktsymmetrisch am Wendepunkt. Daher nahern sich Lésungen in der Nahe von
K exponentiell dem Wert K.

Die logistische Differentialgleichung kann man noch analytisch l6sen, die beschrank-
ten Lésungen lauten

er(’[—m)

X0 =K orem

—o<m<oo
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Dies ist eine Funktionenschar, der Scharparameter m kann alle reellen Werte an-
nehmen und hangt fir das Anfangswertproblem x(0) = xg von Xq ab.

Weitere Informationen zu Differentialgleichungen findet man in Anhang .

4.4 Richtungsfeld

12

0.8F

0.6

0.4

0.2

Kann man einer Differentialgleichung ihren Lésungsverlauf "ansehen”?

Betrachten wir zum Beispiel x = a - x. Die Steigung (Ableitung) der Funktion x an
der Stelle t ist proportional zum Funktionswert an der Stelle t.

Um dies zu visualisieren betrachtet man ein t, x-Koordinatensystem. Zu beliebig
vielen Paaren (1, x)-Paaren zeichnet man nun die Steigung an diesem Punkt ein,
indem man an (t,x) ein Linienelement oder einen Vektor mit der Steigung x =
f(t, x) einzeichnet (siehe Abbildung [4.3). Ohne die Lésungen der DGL zu kennen,
weif3 man, dass eine Losung, die durch einen Punkt (t, x) geht, das Linienelement
als Tangente haben muss. Zeichnet man viele Linienelemente, so kann man am
Richtungsfeld den Verlauf der Losungen ,sehen”.

12 . . . .

e e

LT

JITIITTIITTI e =
T

/ST e ]
SSSSSSS ST S S S J S

VS SSSSS PSS S SSSSSSSSSSSS oa S
SIS TS ST ST LSS TS ST S

T e e e

{ogp "~~~ A
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0
Abbildung 4.3: Richtungsfeld von x = x (links) und x = rx(1 — x/K),r = 1,K = 1 (rechts). Die

Richtungsfelder sind t-translationsinvariant, da die Differentialgleichungen autonom sind. Zusatzlich
sind die Ldsungen zum Anfangswert x(0)=0.1 eingezeichnet (blau).

Die kleinen Striche im Richtungsfeld haben keinen bestimmten Namen, wir nennen
sie hier mal Linienelemente. Sie werden von den Ldsungskurven niemals durch-
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kreuzt. Die Losungsbahnen verlaufen immer tangential zu den Linienelementen.
Verschiedene Losungen konnen sich also nicht schneiden! Zu jedem Anfangswert
X(tg) = X gibt es meistens genau eine L('jsungﬂ Ist die Differentialgleichung auto-
nom, d.h das die rechte Seite nicht explizit von der Zeit abhangt, ist das Richtungs-
feld t-translationsinvariant. Dies bedeutet, dass sich die Steigungen in t-Richtung
nicht verandern.

4.5 Fixpunkte (Stationare Zustande, Gleichgewichtszustande)

Autonome Systemeﬂ der Form x = f(x) haben haufig spezielle L6sungen der Form
X(t) = x* = konstant,

d.h. dass die Anderung von x gleich Null ist, also x = 0. Die Konstante x* erfiillt
also die Gleichung

f(x*) = 0.

Diese zeitlich unveranderlichen Losungen hei3en stationare Zustande, stationare
Lésungen, Gleichgewichtszustande oder kurz Fixpunkte.

Im Fall des logistischen Wachstums gibt es, wie oben erwahnt, die zwei stationaren
Lésungen x* = 0 und x* = K.

4.5.1 Stabilitat von Fixpunkten

Es gibt zwei Arten von Fixpunkten

1. stabil: kleine Abweichungen wachsen nicht, genauer:

asymptotisch stabil: kleine Abweichungen verschwinden

'Dies gilt nicht fiir alle Differentialgleichungen. Weiter hilft hier der Satz von Picard-Lindeléf: f
muss Lipschitz-Bedingung fir y erflllen.
2Systeme, die nicht explizit von der Zeit abhdngen.
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marginal stabil: kleine Abweichungen wachsen nicht

2. instabil: es gibt kleine Abweichungen, die wachsen

Fir das logistische Wachstum gilt, dass x* = 0 instabil ist. Sobald man vom Fix-
punkt auch nur ein wenig abweicht, fangt die Losung an zu wachsen. x* = K ist
stabil. Sobald man ein wenig von K abweicht, 1duft das System zu K zurtck.

Mathematisch prazise*

Ein Fixpunkt hei3t stabil, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 gibt, so dass alle
Lésungen, die anfangs héchstens um § vom Fixpunkt abweichen, flr alle spateren
Zeiten hochstens um e vom Fixpunkt abweichen.

Diese Definition schlief3t die ,marginal“ stabilen Falle ein. Ein Fixpunkt heif3t auch
dann ,jnstabil‘, wenn nicht alle kleinen ,Stérungen” zu wachsenden Abweichungen
fihren. Es muss nur solche wachsenden Stérungen geben.

4.5.2 Bestimmung der Stabilitat eines Fixpunkts

Bei autonomen Systemen mit einer Zustandsvariablen kann schnell festgestellt
werden, ob ein Fixpunkt stabil ist oder nicht. Man schaut sich hierzu die Anderung
an (Abbildung [4.4): Betrachtet man den Fixpunkt x* = 0, so sieht man, dass die
Anderung positiv wird, sobald man nur ein wenig von x* nach rechts abweicht. Da-
mit wird x immer weiter erhéht. Man sagt der Fixpunkt x* = 0 ist instabil, weil kleine
Stérungen dazu flhren, dass die Lésung vom Fixpunkt weg lauft. Anders ist es bei
x* = K. Verringert man x ein wenig, so ist die Anderung positiv, x nimmt also wieder
zu. Damit kommt das System von x* = K nicht weg, der Fixpunkt ist stabil. Analy-
tisch kann man die Stabilitat also bestimmen, indem man die Steigung der rechten
Seite der Differentialgleichung bezogen auf x untersucht. Steigt die Funktion f, so
ist der Fixpunkt instabil, fallt sie ist er stabil. Man bildet hierzu also die Ableitung

dféf(*) der rechten Seite der Differentialgleichung nach der Zustandsvariablen x im
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Abbildung 4.4: DGL des logistischen
Wachstums. Aufgetragen ist die rechte
Seite der DGL f(x) = r-x - (1 = g) Uber &
x. FOr f > 0 nimmt x zu, far f < 0 nimmt — A N —
x ab und fur f = 0 bleibt x unverandert, x'=0 x'=K

da f gerade die Anderung von x angibt
(rechte Seite der DGL). Die Pfeile geben
die Anderung von x an.

stationaren Zustancﬁ Es qilt :

dféf(*) > 0, dann istx* istinstabil
o) <0, dannist x* ist stabil
dféf(*) =0, es sind weitere Analysen erforderlich

Fir das logistische Wachstum erhalt man nun folgende Stabilitaten

>'<=f(x)=r-<1—:é>-x >0
gilt

di) __2r

dx K

Fir x* = 0 gilt: dfg)‘(*) =r > 0, der Zustand ist instabil

Fir x* = K gilt: %’S) =r—2r < 0, der Zustand ist stabil

3Achtung: Hier wird nun f(x) nach x abgeleitet. Die Funktion f selbst beschreibt die Anderung
von x nach der Zeit.
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Was im Detail passiert®

Man betrachte x als Abweichung vom Fixpunkt x* mit der Stérung z:
x(t) = x* + z(t)

Far x qgilt

d(x* +2z(t) dx* dz(t) dz(t)

ot it Cata - oa -

da % = 0, weil x* konstant ist.

Andererseits gilt die Taylorentwicklung (siehe Anhang )

Betrachtet man nun die Taylorentwicklung nur bis zum ersten Gliedﬂ so erhalt man
eine neue, lineare DGL fiir die Stérung z = x* —x.

df(x*) df(x*)
= f * =
2(t) = 1<) + = - 2(t) = = - 2(0) (4.5)
mit der Lésung
df(x*
2() =29 -6 0 1
Damit wachst die ,Stérung® fur %’fj) > 0 exponentiell (instabil) und zerfallt expo-

nentiell fir dfé’)‘(*) < 0 (stabil). Dieses Verfahren nennt man auch ,Linearisierung

am stationaren Zustand". Man sagt, man habe die urspriingliche DGL linearisiert.

4

f(xg + At) & f(xg) + f'(xg) - At
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Nun ist auch klar, warum man far %’f) = 0 keine Aussage Uber die Stabilitat des

Fixpunkts der urspringlichen Gleichung treffen kann. Da die Stérung unverandert
bleibt, hangt die Stabilitdt nun womdglich von den héheren Termen der Taylorent-
wicklung ab, die beim linearisierten System vernachlassigt wurden.
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4.5.3 Beispiel: Schafe am Deich

Es soll bestimmt werden, wie viele
Schafe einen Deich beweiden kdénnen.
Es muss sichergestellt werden, dass
das Gras nicht vollstandig abgefressen
wird, um die Stabilitat des Deiches nicht
zu gefahrden. Hierzu wird nun ein sehr

einfaches konzeptionelles Modell aufge-
stellt. Dieses kann ganz sicher noch
nicht das konkrete Problem l6sen, zeigt
aber das Herangehen an eine solche
Fragestellung.

Die Anderung der Vegetation wird durch ihr Wachstum und ihre Beweidung be-
stimmt:

Anderung der Vegetation = Wachstum - Beweidung

Durch nicht weiter berlcksichtigte Umweltfaktoren wird das Gras (Vegetation V)
auch ohne Beweidung nur bis zu einer Kapazitat K wachsen. Ohne Beweidung ist
also die Annahme des logistischen Wachstums sinnvoll:

dv(t) ( V(t))
v (1= ) v
K

Nimmt man nun eine Beweidung durch Herbivoren an, so hangt die gefresse-
ne Menge Gras sowohl von der Anzahl der Herbivoren H als auch von der zur
Verfugung stehenden Grasmenge V ab. Je mehr Schafe auf dem Deich, desto
mehr wird gefressen. Nicht jedoch gilt, dass je mehr Gras vorhanden ist umso
mehr gefressen wird, da die Schafe nur eine begrenzte Aufnahmekapazitat haben
— sie werden satt bzw. bendtigen eine gewisse Zeit zur Beweidung. Daher ist der
Ansatz mit einem Séttigungsterm sinnvoll. Dieser wird spater noch ausfuhrlicher
diskutiert.

Hier gehen wir davon aus, dass die maximale Fressrate b erst bei sehr groBer
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Nahrungsmenge erreicht wird und die Fressrate bei einer Grasmenge Vy gerade
zur Halfte erreicht wird. Deshalb heif3t dieser Parameter auch Halbsattigungsrate.
Die gesamte Gleichung fiir die Vegetation V lautet nun (die Zeitabhangigkeit von V
wird hier nun nicht mehr mit aufgeschrieben):

dv Vv \Y

Vv V-(1=9—Db- ‘H
a ="V IRy,

Hierbei ist es nun wichtig zwischen der Zustandsvariablen V genauer V(t) und den
Parametern r, K, b, Vi und H zu unterscheiden. Parameter sind Gré3en deren
Werte wir vorgeben. Die Zustandsvariable ist unsere gesuchte Funktion, deren
zeitlichen Verlauf wir suchen. Insbesondere interessiert uns, wann die Zustands-
variable konstant ist, d.h. keine Anderung erfahrt. Wir suchen also die Fixpunkte.

Um das Ganze nun zu vereinfachen und so an dieser Stelle viel Rechnerei zu
vermeiden setzen wir r=b=V=1 und K=10. Dies dient hier der Ubersichtlichkeit
der Rechnungen. In einem realistischen Modell ist es natirlich komplizierter. Ins-
besondere haben die Parameter alle unterschiedliche Einheiten und kénnen zwar
denselben Zahlenwert haben, sind damit aber noch lange nicht gleich.

Wir betrachten nun also das vereinfachte Modell

dv \Y \Y
azv'(1_ﬁ)_V+1'

(4.6)

Gesucht sind nun die Fixpunkte von 4.9 in Abh&ngigkeit von H. Wir haben zwar
bisher von Schafen gesprochen, dies bedeutet aber nicht, das H nur ganzzahlige
Werte annehmen kann. Dies versteht man, wenn man H eher als Herbivorenbio-
masse auffasst.

Die Fixpunkte von[4.9 erhalt man, wenn man die rechte Seite gleich Null setzt:

\Y Vv
V.o(1=-—)— :
( 10) V+1

H=0 (4.7)

Dies ist fiir V=0 erfillt. Damit hat man den ersten Fixpunkt V§ = 0 gefunden.
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Es gilt aber auch fr

(1 l) L H=0<+=
107 V+1 -
1.0 V
V+1l—-—V°———-H=
+ 10 10 H=0<«—=

V249V +10-10H =0 «—
VZ-9V—-10+10H =0

Lést man diese quadratische Gleichung so erhalt man zwei weitere Losungen

9 /92 P ——

Ist der Term unter der Wurzel positiv (1 < H < 3,025), so existieren also zwei
weitere Fixpunkte. Diese sind fir uns aber nur interessant, wenn sie nicht negativ
sind, das es sich ja um Vegetation handelt. Der Fixpunkt V3 ist immer positiv, wenn
er existiert, V3 nur dann , wenn 4,5— /30,25 - 10H > 0 gilt, also fiir H > 1.

Die Lage der Fixpunkte ist in Abbildung [4.8| dargestellt.

10—

8t

Vegetation V

Abbildung 4.5: Lage der Fixpunkte der Vegetati-
-2 : : : : : : : on (Gras am Deich) in Abhangigkeit von der Her-

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 . .
Herbivore H bivorenbiomasse (Schafe)

Man sieht, dass es flr kleine “Schafzahlen” (H < 1) nur zwei nicht-negative Fix-
punkte gibt. Entweder die Vegetation hat sehr hohe Werte oder ist null. Wenn das
Modell sinnvoll ist, sollte sich bei geringer Schafzahl natirrlich der hohe Wert als
stabil erweisen. Fir groBere Schafzahlen existieren bis zu dem kritischen Wert von
Hcrit = 3,025, bei dem die Wurzelaste zusammenlaufen, drei Fixpunkte. FUr noch
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gréBere Schafzahlen gibt es als stationare Losung nur noch “kein Gras mehr” als
Lésung (Vi = 0). Der Deich ist also (iberweidet, sofern sich der Fixpunkt Vi = 0
als stabil erweist, also alle Losungen dorthin streben. Dies wiirde bedeuten, dass
sobald man eine gréBere Menge Schafe auf den Deich bringt, das Grass komplett
abgefressen wird. Fir kleinere Schafzahlen (1 < H < Hgt) kdénnte sich das Sy-
stem auf einen der beiden Wurzelaste zu bewegen, wenn einer der beiden stabil
ist. Dies gilt es zu untersuchen.

Hierzu wird zunachst gemaf |4.5.2 % bestimmt:
f(V 2V 1
d()=1——— -H (4.8)
av 10 (V+1)2

Die Bestimmung der Stabilitat der Fixpunkte erfolgt nun wieder durch Einsetzen.
Zunéchst wird V] = 0 in Gleichung eingesetzt:

o|qu<=o_1 2.0 1
av. 10 (0+1)2

H=1-H

1 ist also stabil fir 1 —H < 0 also fir H > 1 und instabil fir 1 —H > 0 also

fir H < 1 genau wie wir es erwartet haben. Die Bestimmung der Stabilitat von
V5 und V3 erfolgt genauso, ist aber deutlich rechenintensiver und wird hier mal
ausgelassen. Man kann dies durchaus noch von Hand rechnen. Einfacher ist es
mit Maple oder der Symbolic-Toolbox von Matlab. Das Ergebnis ist in Abbildung[4.9]
dargestellt.

Man erkennt in Abbildung [4.9] dass bei Werten von H unter 1 (wenig Schafe), die
Vegetation startend von einem beliebigen Anfangswert zum stabilen Fixpunkt V3
strebt. Im Bereich 1 < H < Hg,j; wird die Vegetation wachsen, sofern der Startwert
oberhalb von V3 liegt. Ist der Anfangswert unterhalb von V3 stirbt die Vegetation
aus und der Deich ist gefahrdet. Oberhalb von Hc; sind zu viele Schafe auf dem
Deich. Egal, wie viel Vegetation da ist, letztlich wird alles weggefressen, der einzige
stabile Zustand V{ = 0 wird angestrebt. Der zeitliche Verlauf wird deutlich, wenn
man sich die einzelnen Losungskurven fir verschiedene Werte von H im jeweiligen
Richtungsfeld anschaut (siehe Abbildung [4.10).
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Abbildung 4.7: Richtungsfelder (blau) und Lésungskurven zu verschiedenen Anfangswerten der

Vegetation (rot) fir verschiedene Werte von Herbivoren (H
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4.5.4 Beispiel: Schafe am Deich

62

Es soll bestimmt werden, wie viele
Schafe einen Deich beweiden kdénnen.
Es muss sichergestellt werden, dass
das Gras nicht vollstandig abgefressen
wird, um die Stabilitat des Deiches nicht
zu gefahrden. Hierzu wird nun ein sehr
einfaches konzeptionelles Modell aufge-
stellt. Dieses kann ganz sicher noch
nicht das konkrete Problem l6sen, zeigt
aber das Herangehen an eine solche
Fragestellung.

Die Anderung der Vegetation wird durch ihr Wachstum und ihre Beweidung be-
stimmt:

Anderung der Vegetation = Wachstum - Beweidung
Durch nicht weiter berlcksichtigte Umweltfaktoren wird das Gras (Vegetation V)

auch ohne Beweidung nur bis zu einer Kapazitat K wachsen. Ohne Beweidung ist
also die Annahme des logistischen Wachstums sinnvoll:

vy (1 . V(t>> V)

K

Nimmt man nun eine Beweidung durch Herbivoren an, so hangt die gefresse-
ne Menge Gras sowohl von der Anzahl der Herbivoren H als auch von der zur
Verfugung stehenden Grasmenge V ab. Je mehr Schafe auf dem Deich, desto
mehr wird gefressen. Nicht jedoch gilt, dass je mehr Gras vorhanden ist umso
mehr gefressen wird, da die Schafe nur eine begrenzte Aufnahmekapazitat haben
— sie werden satt bzw. bendtigen eine gewisse Zeit zur Beweidung. Daher ist der
Ansatz mit einem Séttigungsterm sinnvoll. Dieser wird spater noch ausfuhrlicher
diskutiert.

Hier gehen wir davon aus, dass die maximale Fressrate b erst bei sehr groBer
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Nahrungsmenge erreicht wird und die Fressrate bei einer Grasmenge Vy gerade
zur Halfte erreicht wird. Deshalb heif3t dieser Parameter auch Halbsattigungsrate.
Die gesamte Gleichung fiir die Vegetation V lautet nun (die Zeitabhangigkeit von V
wird hier nun nicht mehr mit aufgeschrieben):

dv \ \Y

Vv V-(1=9 =D ‘H
a ="V IRy,

Hierbei ist es nun wichtig zwischen der Zustandsvariablen V genauer V(t) und den
Parametern r, K, b, Vi und H zu unterscheiden. Parameter sind Gré3en deren
Werte wir vorgeben. Die Zustandsvariable ist unsere gesuchte Funktion, deren
zeitlichen Verlauf wir suchen. Insbesondere interessiert uns, wann die Zustands-
variable konstant ist, d.h. keine Anderung erfahrt. Wir suchen also die Fixpunkte.

Um das Ganze nun zu vereinfachen und so an dieser Stelle viel Rechnerei zu
vermeiden setzen wir r=b=V=1 und K=10. Dies dient hier der Ubersichtlichkeit
der Rechnungen. In einem realistischen Modell ist es natirlich komplizierter. Ins-
besondere haben die Parameter alle unterschiedliche Einheiten und kénnen zwar
denselben Zahlenwert haben, sind damit aber noch lange nicht gleich.

Wir betrachten nun also das vereinfachte Modell

dv \Y \Y
azv'(1_ﬁ)_V+1'

(4.9)

Gesucht sind nun die Fixpunkte von 4.9 in Abh&ngigkeit von H. Wir haben zwar
bisher von Schafen gesprochen, dies bedeutet aber nicht, das H nur ganzzahlige
Werte annehmen kann. Dies versteht man, wenn man H eher als Herbivorenbio-
masse auffasst.

Die Fixpunkte von[4.9 erhalt man, wenn man die rechte Seite gleich Null setzt:

\Y Vv
V.o(1=-—)— :
( 10) V+1

H=0 (4.10)

Dies ist fiir V=0 erfiillt. Damit hat man den ersten Fixpunkt V§ = 0 gefunden.
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Es gilt aber auch fur

\ 1
1= e H=0e—
( 10) V+1 0
1.0 V

V249V +10-10H =0 «—
VZ-9V-10+10H =0

Lést man diese quadratische Gleichung so erhalt man zwei weitere Losungen

9 /92 P

Ist der Term unter der Wurzel positiv (1 < H < 3,025), so existieren also zwei
weitere Fixpunkte. Diese sind fir uns aber nur interessant, wenn sie nicht negativ
sind, das es sich ja um Vegetation handelt. Der Fixpunkt V3 ist immer positiv, wenn
er existiert, V3 nur dann , wenn 4,5 - /30,25 - 10H > 0 gilt, also fiir H > 1.

Die Lage der Fixpunkte ist in Abbildung [4.8| dargestellt.

10—

8t

Vegetation V

Abbildung 4.8: Lage der Fixpunkte der Vegetati-
on (Gras am Deich) in Abhangigkeit von der Her- 2
bivorenbiomasse (Schafe)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4
Herbivore H

Man sieht, dass es flr kleine “Schafzahlen” (H < 1) nur zwei nicht-negative Fix-
punkte gibt. Entweder die Vegetation hat sehr hohe Werte oder ist null. Wenn das
Modell sinnvoll ist, sollte sich bei geringer Schafzahl natirlich der hohe Wert als
stabil erweisen. Fir groBere Schafzahlen existieren bis zu dem kritischen Wert von
Hcrit = 3,025, bei dem die Wurzelaste zusammenlaufen, drei Fixpunkte. FUr noch
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gréBere Schafzahlen gibt es als stationare Losung nur noch “kein Gras mehr” als
Lésung (Vi = 0). Der Deich ist also (iberweidet, sofern sich der Fixpunkt Vi = 0
als stabil erweist, also alle Losungen dorthin streben. Dies wiirde bedeuten, dass
sobald man eine gréBere Menge Schafe auf den Deich bringt, das Grass komplett
abgefressen wird. Fir kleinere Schafzahlen (1 < H < Hgt) kdénnte sich das Sy-
stem auf einen der beiden Wurzelaste zu bewegen, wenn einer der beiden stabil
ist. Dies gilt es zu untersuchen.

Hierzu wird zunachst gemafi |4.5.2 % bestimmt:
df(V) 2V 1
=1-—- -H 4.11
dv 10 (V+1)2 (411)

Die Bestimmung der Stabilitat der Fixpunkte erfolgt nun wieder durch Einsetzen.
Zunéchst wird V] = 0 in Gleichung eingesetzt:

o|qu<=o_1 2.0 1
av. 10 (0+1)2

H=1-H

1 ist also stabil fir 1 —H < 0 also fir H > 1 und instabil fir 1 —H > 0 also

fir H < 1 genau wie wir es erwartet haben. Die Bestimmung der Stabilitat von
V5 und V3 erfolgt genauso, ist aber deutlich rechenintensiver und wird hier mal
ausgelassen. Man kann dies durchaus noch von Hand rechnen. Einfacher ist es
mit Maple oder der Symbolic-Toolbox von Matlab. Das Ergebnis ist in Abbildung[4.9]
dargestellt.

Man erkennt in Abbildung [4.9] dass bei Werten von H unter 1 (wenig Schafe), die
Vegetation startend von einem beliebigen Anfangswert zum stabilen Fixpunkt V3
strebt. Im Bereich 1 < H < Hg,j; wird die Vegetation wachsen, sofern der Startwert
oberhalb von V3 liegt. Ist der Anfangswert unterhalb von V3 stirbt die Vegetation
aus und der Deich ist gefahrdet. Oberhalb von Hc; sind zu viele Schafe auf dem
Deich. Egal, wie viel Vegetation da ist, letztlich wird alles weggefressen, der einzige
stabile Zustand V{ = 0 wird angestrebt. Der zeitliche Verlauf wird deutlich, wenn
man sich die einzelnen Losungskurven fir verschiedene Werte von H im jeweiligen
Richtungsfeld anschaut (siehe Abbildung [4.10).
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Abbildung 4.10: Richtungsfelder (blau) und Lésungskurven zu verschiedenen Anfangswerten der

Vegetation (rot) fir verschiedene Werte von Herbivoren (H
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5 Differentialgleichungsmodelle (2D)

5.1 Rauber-Beute-Modell

Beim Beispiel des Bakterienwachstums sind wir davon ausgegangen, dass die
Abnahme der Wachstumsrate von der Bakterienbiomasse selbst abhangt. Je mehr
Bakterien da sind, umso schlechter kann die Population wachsen. Dies nennt man
auch intraspezifische Konkurrenz. Im folgenden wollen wir Uberlegen was passiert,
wenn eine andere Art die Population dezimiert und deren Biomasse also von der
ersten Art abhangt. Solche Modelle werden auch Rauber-Beute-Modelle genannt.

In diesem Abschnitt soll also das Zusammenspiel zwischen einer Beutepopulati-
on, den Hasen, und einer Rauberpopulation, den Luchsen, simuliert werden (Ab-
bildung [5.2). Das Modell geht auf Lotka und Volterra [Lotka 1925 Volterra 1926]
zurtick. Mit Hilfe dieses sehr einfachen Modells kann man die Schwankungen in
der Hasen- und Luchspopulation in Nord-Kanada beschreiben (Abbildung [5.1).

Hudson Bay Company

1801 — * —Fellzahl Luchse
160
*\
140+ “*
2 N o
2 1201 ' [
£ ! /\
£ 100 | '
2 XK Do b Ca
S sof#r £ . x h %
£ ¥ L h AN
4 \ bt Do o * 1 H
R VIR AR Abbildung 5.1: Fellzahlen von Hasen und
| [ Iy PR AR T . . )
N A AR R VA Luchsen, die bei der Hudson’s Bay Com-
of N e e e 0 Ty . .
Ay g e s t.t pany von Trappern zwischen 1850 bis

ot . * Lxy
1850 1855 1860 1865 1870 Yﬁ 1eg0 1885 1890 1895 1900  1QQQ abgegeben Wurden.

Wir machen folgende Annahmen

1. Hasen wachsen proportional zur aktuellen Hasenzahl
2. Luchse fressen einen Teil der Hasen, umso mehr, je mehr Hasen da sind.
3. Ein Teil der Luchse stirbt.

Abbildung 5.2: Diagramm des R&uber-
_ wachsen | Hasen fressen uchse |_senen - Beute-Systems. Die Pfeile geben den Bio-
massenfluss an.
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Sei B(t) (Beute) die Anzahl der Hasen und R(t) (Rauber) die Anzahl der Luchse
zur Zeit t. Wir nehmen in Kauf, dass auch nicht-ganzzahlige Werte vorkommen
kénnen. Wen das stort, der kann als Einheit auch kg Hasen und kg Luchse wahlen.
Das Wachstum der Hasen wird wie in Abschnitt [3.2/ durch

B=r-B

beschrieben. Hierbei ist r die Wachstumsrate der Hasen. Die Abnahme der Rauber
ist durch

R=-s-R

beschrieben.Hierbei ist s die Sterberate der Rauber.

Nun missen wir noch berlcksichtigen, wie viel ein Luchs frisst. Klar ist, dass er
nichts zu fressen findet, wenn es keine Hasen gibt, und dass er umso mehr frisst,
je mehr Hasen da sind (er muss dann nicht so lange jagen). Das Wachstum der
Luchse wird also von der Hasenzahl abhangen, z.B. kann man annehmen, dass
sie linear mit der Beute wachst. Die Wachstumsrate der Rauber sei hier also eine
Funktion der Beute f(B) = b - B. Diese Rate konnte man auch als Fressrate oder
Aufnahmerate bezeichnen.

Alles zusammengenommen erhalt man dann das Rauber-Beute-Modell von Lotka
und Volterra (1926):

B =r-B-b-B-R (5.1)
R =b-B-R-s-R

Simuliert man nun die Hasen- und Luchszahl (Abbildung [5.3), so fallt folgendes
auf: Beide Populationen oszillieren. Zuerst steigt die Zahl der Hasen. Dadurch
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steht den Luchsen mehr Nahrung zur Verfigung und ihre Zahl steigt kurz darauf
ebenfalls. Dies reduziert die Zahl der Hasen wieder und den Luchsen steht wieder
weniger Nahrung zur Verfllgung usw..

Phasendiagramm
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Abbildung 5.3: Lésungskurven des Rauber-Beute Systems fur r=0.01,b=0.0004,5=0.05. Links: Zeit-
diagramm, rechts: Phasendiagramm

5.1.1 Bemerkung zur Struktur des Modells

Das Modell nach Lotka und Volterra besteht ja nun bereits aus vielen ,Buch-
staben®. Hier ist es nun wichtig genau zu verstehen worum es sich jeweils handelt.
Auf der linken Seite der Gleichheitszeichen stehen die Anderungen oder Ableitun-
gen (B und R) der Zustandsvariablen (B und R). Zustandsvariablen sind also Funk-
tionen der Zeit (B(t) und R(t)), deren Funktionswerte gesucht sind. Da die Funk-
tionen selbst nicht bekannt sind, werden ihre Anderungen (Ableitungen) durch das
Modell beschrieben (auf der rechten Seiten der Gleichheitszeichen). Die Anderun-
gen kann man als Funktionen der Zustandsgleichungen auffassen

dB(1)

5 = 1R0.BW) kurz B =1f(R,B) (5-2)
dit(t) = fa(R(1), B(t)) R =f2(R, B)

Man hat also nun die Funktionen f{ und fo die jeweils von B und R abhangen. Sie
sind Funktionen von Funktionen.
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5.1.2 Bemerkung zu Parametern, Einheiten und Dimensionen

70

Die rechten Seiten der Gleichungen von beschreiben also die Anderungen
der Zustandsvariablen B und R. Diese Anderungen werden meistens mit Hilfe so-
genannter Parameter aufgeschrieben. Als Parameter bezeichnet man in der Mo-
dellierung GréBen, deren Wert man festlegt, deren Wert sich also wahrend einer
Simulation nicht andert. Man kdénnte also anstelle eines Platzhalters (Buchstaben)
auch den jeweiligen Wert schreiben. Dies ist jedoch umstandlich, das sich die Wer-
te durch neue Erkenntnisse aus der Literatur verandern und man diesen Wert dann
an allen Stellen im Modell verandern misste. Im Lotka-Volterra-Modell taucht z.B.
der Parameter b an zwei Stellen auf.

Der Begriff Parameter bezeichnet in der Modellierung also etwas anderes als in
der Biologie. Dort sind Parameter meistens Gro3en, die gemessen werden.

Zustandsvariablen werden haufig mit groBen Buchstaben aber auch mit x oder y
bezeichnet. In groBeren Modellen erhalten sie aber auch langer Namen. Parameter
werden in der Modellierung haufig mit kleinen Buchstaben, auch gerne aus dem
griechischen Alphabet, bezeichnet. Dies ist aber nicht streng festgelegt.

Bei Modellen, deren Simulationsergebnisse mit der Realitat (Messdaten) vergli-
chen werden sollen, ist es wichtig, dass die Dimensionen und Einheiten aller GroBen
richtig sind, da man sonst sprichwdrtlich Apfel mit Birnen vergleicht.

In einem System drlckt die Dimension einer GroBe deren qualitative Eigenschaf-
ten aus. So kénnen Rauber und Beute als Anzahl oder (Bio)-Masse angegeben
werden. Werden sie als Biomasse angegeben, so muss jeweils eine Einheit z.B.
Kilogramm (k) oder auch Kilogramm pro Quadratkilometer (kg/m?) festgelegt wer-
den. Gunstigstenfalls haben Rauber und Beute dieselbe Einheit. Beim Aufstellen
eines Modells ist es wichtig, sich immer Gber Dimension und Einheiten aller auftre-
tender GréBen im Klaren zu sein und bei jeder Gleichung die Einheiten auf Kon-
sistenz zu Uberprifen, um Fehler beim Aufstellen der Gleichungen zu vermeiden.
Hierbei Uberprft man, ob Terme, die aufsummiert werden, dieselbe Einheit haben
und ob rechts und links vom Gleichheitszeichen dieselbe Einheit steht.

Nehmen wir hier mal an, dass wir Rauber und Beute jeweils mit der Dimension
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Biomasse in der Einheit Kilogramm angeben. Da beide GroBen Funktionen der
Zeit sind, mUssen wir auch eine Zeiteinheit vorgeben. In diesen Modell sei die Ein-
heit der Zeit Jahr (a). Auf der linken Seite stehen nun die zeitlichen Anderungen
der Zustandsvariablen, also die Anderung der Biomasse mit der Zeit in der Ein-
heit Kilogramm pro Jahr (kg/a). Auf der rechten Seite mlssen alle Terme dieselbe
Einheit haben, also sind r - B, r- B- R und s - R auch in kg/a. daraus ergib sich
sofort, dass r in 1/a angegeben werden muss, da B die Einheit kg hat. Dasselbe
gilt fir die Sterberate s. Schwieriger wird es bei b. Der Term b - B - R hat die Einheit
kg/a. Da B und R die Einheit kg haben, muss b die Einheit 1/(kg - a) haben. Dies ist
einfacher zu verstehen, wenn man sich erinnert, dass b - B die Aufnahmerate war,
also b - B die Einheit 1/a hat.

Beispiel fur konsistente Einheiten im Lotka-Volterra-Modell

r-B - b-B-R
[3]- kgl [kgal - [kl - [kal]
b-B-R - s-R
[kgal - [kal - [kgl] (4] - k]

B
k
[5]
R
kg

3]

Wir haben im Modell nun also drei Raten, die Wachstumsrate der Beute r, die
Sterberate der Rauber s und die Aufnahme- oder Fressrate der Rauber b - B. Al-
le drei haben die Einheit 1/a. Man erkennt, dass b alleine keine Rate darstellt.
Die Wachstumsrate r wird in der Okologie auch per capita growth rate (Pro Kopf
Wachstumsrate) genannt.

5.1.3 Fixpunkte

Ahnlich wie beim eindimensionalen Modell kann man die stationaren Zustande des
Modells bestimmen. Hierzu werden beide Gleichungen gleich Null gesetzt. Man
erhalt ein Gleichungssystem aus zwei Gleichungen mit den zwei Unbekannten B
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und R.

w-
]

rrB-b-B-R=(r-b-R)-B=0 (5.3)
R =b-B-R-s-R=(b-B-5)-R=0

Man braucht es nicht als Gleichungssystem zu I6sen, sondern kann die Lésungen
auch durch scharfes Hinsehen finden: Die erste Gleichung ist null, wenn entweder

B=0 oder r—-b-R=0
gilt. Die zweite Gleichung ist null, wenn entweder
R=0 oder b-B-s=0

gilt. Damit gibt es 4 mogliche Kombinationen:

1. B=0 und R=0
2. B=Oundb-B-s=0
3. r—b-R=0undR=0

4 r—-b-R=0undb-B-s=0

Fall 1 fiihrt zur trivialen Lésung, dass B und R Null sind. Okologisch bedeutet das,
das weder Rauber noch Beute da sind. Wir haben also den Fixpunkt

(B1.R3) = (0,0)

Der Fixpunkt wird wiederum durch x gekennzeichnet. Betrachtet man den Fall 2
S0 bedeutet dies das B=0 und B = % gelten soll. Das ist aber nicht moglich, da wir
r,s > 0 angenommen haben. Hieraus ergibt sich also kein Fixpunkt. Dasselbe gilt
far Fall 3. Einen weiteren Fixpunkt erhalten wir, wenn wir in Fall 4 nach R bzw. B
auflésen. Der zweite Fixpunkt lautet dann

S r
B%,R%) = (—, —
( 2 2) (bab)
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Wenn das System genau diesen Zustand hat, wird sich nichts mehr andern. So-
wohl Beute als auch Rauber haben eine konstante PopulationsgroB3e. Eine kurze
Zusammenfassung zur Analysis mehrdimensionaler Systeme und zur Stabilitats-
analyse zweidimensionaler systeme ist in Anhang [F[‘und [G*beschrieben.

5.1.4 Richtungsfeld

Far ein autonomes 2-dimensionales System kann man ebenfalls ein Richtungsfeld
zeichnen. Man betrachtet hierzu

dR
dB S

d.h. die Anderung des Raubers nach der Beute. Im Falle des Lotka-Volterra-Modells
gilt

Rauber R

Volterra-Modells mit Ldsungskurven zu
verschiedenen Anfangswerten.

Die R-B-Ebene nennt man auch Zustandsraum oder Phasenraum des Systems,
eine Losungskurve auch Bahn oder Trajektoriem. Beides zusammen heif3t auch
Phasendiagramm.

Diese Bezeichnung ist etwas ungenau. Streng genommen ist die Trajektorie eine Abbildung
der Zeit in den Zustandsraum, eine Lésung des Anfangswertproblem. Die Bahn ist das Bild, enthalt
also die Zeitinformation nicht mehr.
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5.1.5 Teilgleichgewichte (Halbgleichgewichte, Isoklinen)
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Im Richtungsfeld kann man zwei ausgezeichnete Richtungen erkennen. Die, wo
die Richtungslinien, waagerecht verlaufen und die, wo die Richtungslinien senk-
recht verlaufen. Diese ergeben sich, wenn man die Gleichungen aus einzeln
betrachtet. Die Gleichung fir die Beute

B-r-B-b-B-R=(r-—b-R)-B=0

gilt fir B = 0 und fur R = %. Far diese Werte gilt, dass sich B nicht andert. Die
Richtungslinien laufen senkrecht. Das Teilgleichgewicht von B kann man also als
die Menge aller Punkte im Phasenraum, fiir die B keine Anderung erfahrt, definie-
ren:

Teilgleichgewicht von B = {B = 0} = {(B,R)|(r — b-R) - B =0}
Analog kann man das Teilgleichgewicht fir die Rauber definieren:
R=b-B-R-s-R=(b-B-5s)-R=0

gilt firR = 0und B = %. Flr diese Werte gilt, dass sich R nicht andert. Die
Richtungslinien laufen waagerecht.

Teilgleichgewicht von R = {R = 0} = {(B,R)| (b-B — s)- R =0}

Die Teilgleichgwichte sind in Abbildung [5.5| dargestellt. Die Schnittpunkte der Teil-
gleichgewichte sind gerade die Fixpunkte. Teilgleichgewichte werden auch Halb-
gleichgewichte oder Isoklinen genannt.

Réauber R

Abbildung 5.5: Teilgleichgewichte fiir das
Lotka-Volterra-Modell. Die blauen Linien
zeigen das Teilgleichgewicht {R = 0}, die
grinen Linien das Teilgleichgewicht {B =

0}.
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5.1.6 Modellverbesserungen

Dieses Modell kann natirlich verbessert werden. Folgende Verbesserungen fallen
einem sofort ein:

» Die Hasen durfen nicht unbegrenzt wachsen, wenn keine Luchse da sind. Es
muss eine Kapazitat wie in Abschnitt[3.2] geben.

 Die Luchse mussen satt werden. Die Zunahme der Wachstumsrate der Luchse
darf nicht linear von der Zahl der Hasen abhangen.

* Nur ein Teil der Hasen kann als Nahrung verwertet werden (Nahrungsverwer-
tungseffizienz, "Fell und Knochen werden ausgeschieden”).

Kapazitat

Verbessern wir das Modell nun dahingehend, dass wir eine Kapazitat fir Hasen
berlicksichtigen. In diesem Fall wird das Wachstum der Hasen durch Gleichung[4.4]
beschrieben, und das vollstandige Modell lautet:

w-
]

r-B-<1—i>—b-B-R (5.4)

R = b-B-R-5s-R

Die Modellergebnisse sind in Abbildung [5.4] fir K = 250 und K = 500 dargestellt
(andere Parameter wie bisher). Die Oszillationen sind nun mehr oder weniger stark
gedampft. Die Zahl der Hasen und Luchse strebt letztlich auf konstante Werte zu.

Sattigung

Will man nun zusatzlich bertcksichtigen, dass die Luchse satt werden, so muss
man anstelle der monoton steigenden Fressrate b - B eine Fressrate annehmen,
die durch einen maximalen Wert begrenzt ist. Diese maximale Fressrate gibt an
wie viel ein Luchs pro Zeiteinheit maximal fressen kann. Dies ist u.a. von der so
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— Hasen (Beute) — Hasen (Beute)
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Abbildung 5.6: Lésungskurven des Rauber-Beute Systems mit einer Kapazitét fir die Hasen (Beu-
te) von K = 250 (links) und K = 500 (rechts).

genannten ,handling time* abhangig, der Zeitspanne, die ein Luchs bendtigt, die
Nahrung aufzunehmen (den Hasen zu zerlegen). Ein weiterer Faktor ist die Stoff-
wechselgeschwindigkeit, d.h. wie schnell Biomasse aus der Nahrung aufgebaut
werden kann. Die tatsachliche Fressrate soll vom Nahrungsangebot abhangen.
Hierbei kann man davon ausgehen, dass die Rate anfangs mehr oder weniger
linear ansteigt und sich dann dem Maximalwert nahert.

Hierzu geeignet ist die Monod-Funktion (siehe Anhang[A.7):

B

f(B)=b-
B) B+M

Die Funktion f geht fir B — oo gegen b. Somit ist b die maximale Wachstumsrate.
Der Wert M ist die sogenannte Halbsattigungsrate. Setzt man M in die Funktion
f ein, so qgilt f(M) = g. Es wird als gerade die Halfte der maximalen Rate b erreicht.
Die Wachstumsrate b ist in der Dimension 1/Zeit und hat z.B. die Einheit 1/Jahr, M
hat dieselbe Dimension und Einheit wie B, also zum Beispiel Biomasse in kg. Der

b
)
@
©
(0]
£
S b2
2
Abbildung 5.7: Graph der Monod-Funktion mit
der Halbsattigungskonstanten M und dem | ! |
Grenzwert b. 0 M oM M aM M
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Effizienz

Graph der Monod-Funktion ist in Abbildung [5.8] fir groBe und kleine Werte von M
gegeben. Die Steigung bei B = 0 betragt ﬁ Fir sehr kleine Halbsattigungskon-

= b2

—— Mklein

—— Mgross Abbildung 5.8: Graph der Monod-Funktion mit
groBer (rot) und keiner (schwarz) Halbsatti-
M M g gungskonstanten Mund b = 1.

stanten M ist die Fressrate f(B) fir nahezu alle Beutekonzentrationen konstant. Der
Rauber reagiert quasi nicht auf die Beutekonzentration. Beute und Rauber schwin-
gen sehr stark. Fir groBe Halbsattigungskonstanten reagiert der Rauber auf die
Beutekonzentration, das System wird stabilisiert (Abbildung [5.9).

Fir sehr groBe Werte von M (M >> K) wird die Fressrate nahezu null, der Rauber
stirbt aus.

Beute Rauber
250 250

200 200

150 150

100 100}

50 50

| | | | | | | | | |
0O 360 720 1080 1440 1800 00 360 720 1080 1440 1800

Zeit Zeit

Abbildung 5.9: Simulationsergebnisse des Modells mit der Formulierung in Gleichung|A.13|fir M =
150 und M = 200. Weitere Parameterwerte: r = 0.25, K=250,n = 0.7 s =0.05,b =0.3

Um zu berticksichtigen, dass nicht die gesamte durch den Rauber aufgenommene
Beutebiomasse zu eigener Biomasse wird, wird ein dimensionsloser Parameter
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n eingeflhrt. Er kann Werte zwischen Null (keine Verwertung) und Eins (100%ige
Verwertung) annehmen. Letzteres ist praktisch allerdings unmaglich. Dies geht auf
ein physikalisches Grundprinzip zurlick, den 2. Hauptsatz der Thermodynamik.

Rauber-Beute-Modell nach Rosenzweig und MacArthur

Man erhalt nun folgendes allgemeinere Rauber-Beute-Modell ahnlich dem Mo-
dell von Rosenzweig und MacArthur [Rosenzweig & MacArthur 1963] mit den Zu-
standsvariablen B und R und den Parametern gemas Tabelle [5.1]:

_ _B)_ R .
B - r.B <1 K) b gt (5.5)
B
R - n- R-s-R
Y S

Wachstumsrate der Beute

Kapazitat der Beute

maximale Aufnahmerate des Raubers
Halbsattigungskonstante des Raubers
Nahrungsaufnahmeeffizienz des Raubers
Sterberate des Raubers

w >3 20 X"

Tabelle 5.1: Parameter des Rosenzweig-MacArthur-Modells

Die Simulationsergebnisse sind in Abbildung gegeben. Man sieht, dass das
System bei bestimmten Parameterkonstellationen einen sogenannten Grenzkreis
erreicht. Ein Grenzkreis stellt selbst eine geschlossen Lésung des Systems dar.
Lésungen, die sich dem Grenzkreis nahren, erreichen diesen aber nicht, kommen
ihm aber beliebig nahe.
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Phasendiagramm
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Abbildung 5.10: Simulationsergebnisse fir das allgemeine Rauber-Beute-Modell nach mit den
Parametern r = 0.01, K = 250, M = 30, s = 0.05, n = 0.7, b = 0.1 (oben), r = 0.01, K = 250,
M =50,s = 0.05,n=0.7,b =01 (mitte) und r = 0.01, K = 250, M = 30, s = 0.07, n =
0.7, b = 0.1 (unten). Links ist jeweils das Zeitdiagramm (Beute:schwarz, Rauber:rot), rechts das
Phasendiagramm dargestellt.
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5.2 PZ-Modell

80

Das Rauber-Beute Modell Iasst sich gut auf aquatische Systeme Ubertragen. Ein
sehr einfaches Planktonmodell hat die zwei Zustandsvariablen

P Phytoplanktondichte
Z Zooplanktondichte

Wir geben diese Dichten in Biomasse an, z.B. mgC m~2. Zunachst wird das bis-
herige autonome System betrachtet, eine Sommersituation ohne jahreszeitliche
Veranderung. Fur die Beute B wird das Phytoplankton P, fir die Rauber R wird
Zooplankton Z eingesetzt.

: P P
P=r-P-<1—K>—b~P+M-Z (5.6)
Z=n-b-P+M-Z—m-Z

Die Ratenkonstanten r, b und m tragen die Einheiten d~1, und n ist die Effizienz,
die angibt, welcher Anteil der gefressenen Phytoplankton-Biomasse zum Aufbau
von Zooplankton-Biomasse verwendet wird. Mit Erfahrung und der Hilfe von Plank-
tologen lassen sich Schatzwerte fur die 6 Parameter angeben (Tabelle [5.2). In
Abbildung sind Simulationsergebnisse mit dem Modell und der ange-
gebenen Parametrisierung dargestellt. Der Wert des Parameters M wurde ein-
mal unter, einmal Uber dem kritischen Wert gewahlt ( M = 900mgCm= und
M = 1200 mg C m~3):
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r=05d"

K = 2000mgCm™
b=0.5d"

M = 900 mgC m™3

Phytoplanktonzellen teilen sich unter guinstigen
Bedingungen etwa alle 1-2 Tage: r = In2/G
(Generationszeit G).

Kapazitat des Phytoplanktons

Zooplankter, z.B. Copepoden, nehmen unter giinstigsten
Bedingungen etwa 50% des Kdorpergewichtes pro Tag auf
Konzentration des Phytoplanktons, bei der Zooplankton
mit halber maximaler Geschwindigkeit frisst. Dies ist ein
sehr unsicherer Parameter. In Wirklichkeit hangt die
Fressgeschwindigkeit von der Vorgeschichte und vielen
anderen Faktoren ab, die alle nicht bertcksichtigt werden.

n=0.3 30% der aufgenommenen Biomasse wird zum Aufbau
neuer Biomasse verwertet.
m=0.05d"" ca. 5% des Zooplanktons stirbt pro Tag. Das enthalt alle
Todesursachen: Fische, Krankheiten, aber auch die
Ruherespiration (rest respiration). Auch dieser Parameter
ist sehr unsicher und variabel.
Tabelle 5.2: Parameterwerte fir das PZ-Modell
2000——— 2000 ———
LN o N
| \ —— Phytoplankton | \ —— Phytoplankton
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Abbildung 5.11: Simulationsergebnisse fiir das Planktonmodell (5.6). Je nach Parametrisierung
sind die Rauber-Beute-Schwingungen ungedampft (stabiler Grenzkreis) oder gedampft (stabiler
Fixpunkt).

Links: M = 900 mg C m~3, rechts M = 1200 mMol N m~3.

Das Planktonsystem ist in Wirklichkeit kein autonomes System, wie bisher ange-
nommen. Vielmehr sind die jahreszeitlichen Veranderungen besonders in unseren
Breiten von groBter Bedeutung. Licht (Tageslange und Einfallswinkel) und Tempe-
ratur andern sich wesentlich. Dies fUhrt zu der sogenannten Frihjahrsblite des
Phytoplankton, nach niedrigen Abundanzen im Winter (Abbildung [5.12). Um diese
Verlaufe mit dem Modell simulieren zu kénnen, muss das Modell erweitert
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werden. Die Sonneneinstrahlung wird im folgenden als externer Antrieb flir das

Phytoplankton
Zooplankton

Abbildung 5.12: Schematische Dar-
stellung der Jahresgange von Phyto-
und Zooplankton in gemaBigten Brei- 1 Jahr
ten.

Phytoplanktonwachstum berticksichtigt. Vereinfachend nehmen wir folgende Ein-
strahlungskurve an, bei der wir die Lange eines Modelljahrs auf 360 Tage setzen:

t+10d
360d

L(t) = 140W m2—-120Wm™ - cos (27r > Einstrahlung in W m~2
Es handelt sich hierbei um Tagesmittelwerte. Die Einstrahlung andert sich auf-
grund der Tageslange und durch den Kosinus des mittleren Sonnenstandes. Sie
schwankt hier zwischen ca. 20Wm™2 und 260 Wm™2. Dies gilt fir gemaBigte
Breiten (stidliche Nordsee). Die Anderung durch wechselnde Bewdlkung wird ver-
nachlassigt.

Man bestimmt nun anhand von L(t) einen dimensionslosen Regulationsfaktor e,
der die Wachstumsrate des Phytoplanktons beeinflusst. Die zeitabhangige tages-
aktuelle Wachstumsrate r(t) ist dann

rt) =r-eL

Der Faktor e soll in etwa zwischen 0.1 und 1 (fUr die gemaBigten Breiten also z.B.
far die Nordsee). In diesem Fall kann der Parameter r als maximale Wachstumsrate
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interpretiert werden. Am einfachsten ist es also, L(t) zu skalieren:

L(t)

Lmax

eL Lichtregulationsfaktor (5.7)
Der Parameter Lmax ist die Einstrahlung, bei der e gerade 1 wird, also die Assi-
milation maximal wird.

Bemerkung: In realistischeren Modellen muss berlcksichtigt werden, dass es sich
bei L(t) um die astronomische Einstrahlung handelt. Daher muss der Einstrah-
lungswinkel entsprechend des Breitengrades, Streuung und Bewdlkung in Lmax
berlcksichtigt werden. Weiterhin kann Phytoplankton i.a. nicht die Energie des ge-
samten Spektrums nutzen sondern nur den PAR-Anteil (photosynthetic available
radiance). Ein Daumenwert ist, dass 50% der Energie des sichtbaren Lichts ge-
nutzt werden kdnnen.

Man erhalt nun das System

. P P
P=r-eL-<1—K>-Z—b-P+M-P (5.8)

Z=n-b .Z-m-Z

"P+M

Setzt man den Regulationsfaktor auf 1, so hat man wieder das System (5.6).

In Abbildung sind Simulationsergebnisse dargestellt. Die Anfangsbedingun-
gen am ersten Simulationstag sind nicht bekannt, sie hangen in der Realitat vom
Vorjahr ab. Nach zwei Jahren sind Anfangsbedingungen nahezu "vergessen’- das
System hat sich eingeschwungen. Es ist kaum nétig, darauf hinzuweisen, dass
die Parameterwahl fir das Modell nur sehr weitlaufig den realen Gegebenhei-
ten entspricht. Das Modell ist noch zu einfach, um die Realitat gut widerspie-
geln zu kdnnen. Insbesondere wird in unseren Breiten ein wesentlich schmaleres
Frahjahrsmaximum des Phytoplanktons beobachtet, da Zooplankton erfolgreiche
Uberwinterungsstrategien besitzt. Seine Dichte sinkt im Winter viel weniger ab als
im Modell.
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Abbildung 5.13: Simulationen des Modells mit Lichtforcing fir 3 Modelljahre. Links treten im
Sommer starke Schwingungen auf (M = 900 mg C m3), rechts sind die Schwingungen gedampft

(M = 1200 mg C m=3)
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6 Diskrete Modelle (2D)

6.1

Fibonacci und die Kaninchen

Leonardo da Pisa, auch Fibonacci (figlio di Bonacci, Sohn des Bonacci, geboren
ca. 1180) genannt, war italienischer Mathematiker und gilt als der bedeutendste
Mathematiker des Mittelalters. Er brachte das arabische Zahlensystem nach Euro-
pa. Bekannt sind heute vor allem die nach ihm benannten Fibonacci-Zahlen.

Die Fibonacci-Zahlen sind eine Zahlenfolge, die sich daraus ergibt, dass eine Zahl
jeweils die Summe ihrer beiden Vorganger ist. Begonnen wird hierbei mit 1 1:

11235813 21 34 55

Das Bildungsgesetz kann man wie folgt formalisieren:
Xn+1 = Xp—1 + Xn

wobei xg = 1 und xq = 1 die sogenannten Anfangswerte sind.

In seinem "Buch der Rechenkunst” (ca. 1227) beschreibt er die Zahlenfolge an-
hand des Beispiels eines Kaninchenziichters der herausfinden will, wie viele Ka-
ninchenpaare innerhalb eines Jahres aus einem einzigen Paar entstehen, wenn
jedes Paar ab dem zweiten Lebensmonat ein weiteres Paar pro Monat zur Welt
bringt. Er kann somit als Begrinder der mathematischen Modellierung angesehen
werden.

Fibonacci veranschaulichte diese Folge durch die mathematischen Modellierung
des Wachstums einer Kaninchenpopulation :

1. Zu Beginn gibt es ein Paar geschlechtsreifer (reproduktiver) Kaninchen.

2. Jedes neugeborene Paar wird im zweiten Lebensmonat geschlechtsreif.

3. Jedes geschlechtsreife Paar wirft pro Monat ein weiteres Paar.
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4. Es kommen keine Tiere von auBen in die Population oder verlassen diese

Das erste Paar erzeugt seinen Nachwuchs im ersten Monat. Jeden Folgemonat
kommt dann zu der Anzahl der Paare, die im letzten Monat gelebt haben, eine
Anzahl von neugeborenen Paaren hinzu, die gleich der Anzahl der Paare ist, die
bereits im vorletzten Monat gelebt haben, da genau diese geschlechtsreif sind und
sich nun vermehren (Abbildung [6.1).

p
/ 7

p
2
5

ez

g s
5

Abbildung 6.1: Kaninchenwachstum nach g / g %

Fibonacci.

%

Festlegung der Zustandsvariabelen

Die Kaninchenpaare (im folgenden kurz Kaninchen genannt) unterscheiden sich
durch die Eigenschaft der Reproduktivitat. Es gibt Neugeborene, die sich noch
nicht vermehren konnen, und bereits Reproduktive. Da wir Aussagen tber die An-
zahl der Kaninchen von Monat zu Monat bestimmen wollen, liegt es Nahe die Zeit
in Monatsschritten zu betrachten. Somit liegt es nahe, als Zustandsvariablen die
Neugeborenen zur Zeit (Np) und die Reproduktiven zur Zeit t (Rn) zu beschreiben.
Wir erhalten also die Zustandsvariablen

Np, n € Np die Anzahl der Neugeborenen(paare)
Rn, n e Ng die Anzahl der Reproduktiven(paare)

Die Gesamtzahl der Kaninchen(paare) Fy, ergibt sich dann zu

Fn=Nn+Rn
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Fn ist keine Zustandsvariable, sondern eine abgeleitete Grofe.

Prozessbeschreibungen

Gesucht ist eine Funktion f (hier eine Folge), die zu jeder Zeit n die Werte N, und
Rn angibt:

f: N — NxN (6.1)
n +—  (Nn,Rn)

Die Prozesse, die f bestimmen, sind:
Reproduktion: Reproduktive Kaninchen bringen Neugeborene hervor
Altern: Neugeborene Kaninchen werden reproduktiv

Man erhalt folgende Gleichungen

Nn+1 =Nn+Rn—Nn =Rn
Rn+1 = Rn + Nn = Rn + Nn

Diese Gleichungen sind nun die Vorschrift, wie man aus den Kaninchenzahlen
zur Zeit n die Zahl zur Zeit n + 1 bestimmt. Zusammen mit der Anfangsbedingung
No = 1, Rg = 0 hat man das System nun vollstandig beschrieben.

Das Modell "arbeitet” mit diskreten Zeitschritten. Mathematisch handelt es sich
daher um ein Differenzenmodell.

6.2 Das Fibonacci-Modell als zweidimensionales Modell

Das Modell kann man nun auch als zweidimensionales Modell auffassen, bei dem
die Zustande N und R nun zu einem Zustandsvektor zusammengefasst werden:
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Np1 _ Rn _ 0 1 ) Nn
<Rn+1) B <Rn +Nn> - ( 11 ) <Rn> 6.2

Der Zustand zur Zeit n + 1 wird also aus dem Zustand zur Zeit n durch Multiplikati-
on mit einer Matrix mit konstanten Elementen erreicht. Solche Modelle nennt man
lineare Modelle. Informationen zu Vektoren und Matrizen sind in Anhang [D] zu-
sammengefasst. Weitere Informationen zu Matrizen als lineare Abbildungen findet
man in Anhang [E]

6.3 Losung des Systems

Viele einfache Modelle kann man noch analytisch l6sen. Dies bedeutet, dass man
eine Funktion findet, die den Systemzustand flr jeden Zeitpunkt explizit angibt.
Bei groBeren Modellen ist dies meistens nicht mehr moglich. man 16st sie iterativ,
d.h. man berechnet den Verlauf von Schritt zu Schritt. Wenn man dies firr das
Kaninchenmodell tut, stellt man fest, dass die abgeleitete GroBe Fn = Nj + Ry, die
die Gesamtzahl der Kaninchen angibt, gerade die Fibonacci-Zahlen sind.

nl0 1 2 3 4 5
N1 01 1 2 3
R/I0O 1t 1 2 3 5
FI1 1 2 3 5 8
100 100g - 14
. E ° .
80— r . ° 12
o @
5] S 10 ° 10
g 60~ . _% g . ] ° R 8- .
2 401 g r o 6L
5 . 5§ e °
4 4 E 4 .
2o " F 2f e
PRSP S S S R R ob— L 10 oe , | s
0o 1 2 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 2 4 6 8
Zeit in Monaten Zeit in Monaten N

Abbildung 6.2: Das Kaninchenmodell nach Fibonacci. Die ersten Schritte, links linear, mitte loga-
rithmisch, rechts Phasenraum.

Wie Abbildung (Mitte) zeigt, besteht ein linearer Zusammenhang, wenn man
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den Logarithmus der Ergebnisse betrachtet:
logFpn ~n resp. logFh=r-n resp. Fp=10™"

Es handelt sich also um ein exponentielles Wachstum mit der Proportionalitatskon-
stanten r (hier nicht weiter bestimmt).

Iterativ bestimmt man die L6sung des Fibonacci-Modells, indem man die Fibonacci-
Matrix

()

N 1
immer wieder auf den Vektor x = (R) anwendet, wobei mit xg = (O) gestartet

wird:

Il

>

X

o

Il
—
- O
—
~
~—
o -
~_
Il

—
- O
~

X1

0 1 0 1
Xo = A-Xqy= . =
Xn = A-xp_1=A"-Xxg

Man erhalt so die Lésung
1 0 1 1
o) \1) " \1) \2]’
Wir haben hier also allgemein betrachtet ein lineares System der Form

Xne1 = A~ Xn (6.3)

zu tun, wobei A eine Matrix und x, resp. Xp,1 Vektoren sind.

Tragt man Nn und Ry des Fibonacci-Modells [6.2] im sogenannten Phasenraum
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auf (Abbildung rechts), so sieht man, dass sich das System nach kurzer Ein-
schwingphase nur noch in eine Richtung bewegt, also dass das Verhaltnis von
Neugeborenen zu Reproduktiven konstant wird. Dieses Verhaltnis bzw. Richtung
kann man bestimmen. Wenn sich das System nur noch in eine Richtung bewegt,
bedeutet das, das ein Vektor unter Anwendung der Matrix seine Richtung nicht
andert, also nur gestreckt oder gestaucht wird. Einen solchen Vektor nennt man
auch Eigenvektor, den Streckungs- bzw. Stauchungswert Eigenwert (siehe An-
hang D] und Anhang [E). Wenn wir diese Richtung, in die das System lauft be-
stimmen wollen, missen wir also Eigenwerte und Eigenvektoren bestimmen. Man
sucht also eine Zahl A\, den Eigenwert, und einen Vektor v, den Eigenvektor, fir die

gilt
A-v=\-v

Dies bedeutet, dass die Matrix A den Eigenvektor v gerade um den Eigenwert A
streck{]

Um die Eigenwerte zu bestimmen, 16st man die sogenannte charakteristische
Gleichung (siehe auch Anhang [E):

0-X 1
det(A—)\~I)=det(< ’ 1_)\)>=—)\-(1—)\)—1=0

Im Falle der Fibonacci-Matrix erhalt man 2 verschiedene reelle Eigenwerte mit
ihren zugehorigen Eigenvektoren:

1
1618  vi=cy- ( ),01 40
M

In die Richtung von v4 findet eine Streckung um den Faktor A1 statt.

1+\/§
A = 5

1- 1
Ao = 2\/§=—0.618 V2=02'( ),CQ-T/O

A2

In die Richtung von v» findet eine alternierende Stauchung um den Faktor A, statt,

Eigenwerte werden in der Literatur fast ausnahmslos mit dem griechischen Buchstaben A
(Lambda) bezeichnet.
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die Bedeutung dieser Richtung wird also immer kleiner. Nach einer gewissen Zeit
"wirkt” nur noch \q. Letztlich gilt also naherungsweise xn,.1 = A1 - Xn.

6.4 Uberlagerung von Lésungen — Anfangswertproblem*

Die Mathematik liefert uns einen weiteren sehr weitreichenden Aspekt. Wenn man
verschiedene Lésungen eines linearen Systems gefunden hat, dann ist jede Line-
arkombination dieser Losungen auch eine Lésung. Wir haben bisher zwei Lésun-
gen gefunden, die das Systemverhalten beschreiben, namlich

Xn = AJ - vy (6.4)
und
Xn = A3 - Vo (6.5)

Welche Lésung ist denn nun die ,Richtige“? Diese Frage kann man nur beantwor-
ten, wenn man nach einer bestimmten Losung zu einem bestimmten Anfangswert
sucht. Hierbei ist natlrlich zu berlcksichtigen, dass ein Anfangswert hier ein An-
fangsvektor ist (Anzahl neugeborener und Anzahl Reproduktiver).

Die bisherigen gefunden Lésungen sagen bisher folgendes aus: Startet man mit
einem Verhaltnis von Neugeborenen zu Reproduktiven, dass dem eines Eigenvek-
tors v{ zum ersten Eigenwert \{ entspricht, so bleibt dieses Verhaltnis bestehen.
Die Lésung zu diesem Anfangswert v4 ist dann (6.4). Das gleiche gilt fir einen
Eigenvektor vo zum zweiten Eigenwert \,. Die Lésung ist dann (6.5). Es handelt
sich jeweils um eine spezielle Lésung zu einem gegebenen Anfangswert. Zu An-
fangswerten, die nicht dem Verhaltnis der Eigenwerte entsprechen, ergibt sich die
spezielle Lésung aus der Uberlagerung der Lésungen und , da es sich
um ein lineares Modell handelt. Man nennt dies auch Superposition. Seien v4
und vo nun Eigenvektoren zu A1 und Ao, so heif3t

Xn=aq- A} -vi+an-A5-vo (6.6)

fUr beliebige a1, a> € R eine allgemeine Losung.
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Um eine spezielle LOsung zu einem bestimmten Anfangswert zu erhalten, muss
man a; und ap bestimmen.

Angenommen, wir haben den Anfangswert xg gegeben, dann setzt man in Glei-

chungn=0 und erhélﬂ:
Xp = a4 -)\?-V1 +a2>\8-v2=a1 Vi +ao Vo

Man hat so ein Gleichungssystem mit den zwei Unbekannten a; und ao, das zu
I6sen ist.

6.5 Fibonacci und der goldene Schnitt*
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Zwei aufeinanderfolgende Fibonacci-Zahlen stehen im Verhaltnis Ay : 1 zueinan-
der: Fhiq4 = A\ -Fp,also Fpyq : Fp = A1 = 1%5 ~ 1.618. Dieses Verhaltnis ist
eine berihmte Zahl und beschreibt in Kunst und Architektur ein Verhaltnis, das als
besonders harmonisch empfunden wird . Es heif3t auch goldener Schnitt und fin-
det sich z.B. bei Bilderrahmen: Ein Rechteck mit den Seitenlangen a und b (a > b)
genlgt dem goldenen Schnitt wenn, gilt:

(a+b):a=a:b

Zum Beweis setzt man b=1 und I6st nach a auf.

2Haben wir zum Beispiel zu Beginn ein paar Neugeborene und keine Reproduktiven, so lautet
der Anfangsvektor xg = <(1))
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7 Altersklassenmodell

Streng genommen ist das Kaninchenmodell nach Fibonacci (Abschnitt [6) ein Al-
tersklassenmodell. Dort wurde zwischen neugeborenen und reproduktiven Kanin-
chenpaaren unterschieden. Dieses Prinzip kann man naturlich weiter verfeinern.
Bei vielen Arten macht es Sinn, mehr als 2 Altersklassen zu betrachten. Beim
antarktischen Krill ist es aufgrund seines Lebenszyklus’ sinnvoll zwischen Larven,
juvenilem Krill und adultem Krill zu unterscheiden. Aus adultem Krill gehen Larven
hervor, von denen nur ein geringer Anteil das Juvenilenstadium erreichen. Juveni-
ler Krill reift zu adulten Tierer[']l Dies kann man mit einem Modell beschreiben:
Sei x1(n) die Anzahl der Larven, xo(n) die Anzahl der Juvenilen und x3(n) die An-
zahl der Adulten zum Zeitpunkt n, wobei, wie bei Altersklassenmodellen Gblich, nur
die weiblichen Tiere gezahlt werden. Geht man nun davon aus, dass jedes adulte
Weibchen eine gewisse Anzahl von Eiern legt, aus denen in einem Zeitschritt 600
Larven hervorgehen, so gilt fir die Larven

X1(n+ 1) =600 - x3(n) (7.1)

Dabei wird angenommen, dass samtliche Larven zur Zeit n im nachsten Zeitschritt
entweder verstorben oder zu Juvenilen herangewachsen sind. Geht man weiter-
hin davon aus, dass ca. 1% der Larven tatsachlich zu Juvenilen reifen und alle
bisherigen Juvenilen entweder versterben oder zu Adulten heranreifen, gilt

xo(n +1) = 0.01 - x4(n) (7.2)

und mit der Annahme, dass tatsdchlich nur 10% das Adultenstadium erreichen und
in jedem Zeitschritt 50% der Adulten versterben gilt

xg(n+1)=0.1-xo2(n)=0.5 " x3(n) (7.3)

TMan kénnte natiirlich auch die Eier als erste Altersklasse betrachten und dann insgesamt 4
Klassen berlcksichtigen.
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Diese Modell kann man nun kompakt mit einer Matrix L schreiben

X4 0 0 600 X4 X4
X2 =10.01 0 0 © | Xo =L- X2 (7.4)
X3 ned 0 0.1 05 X3 n X3 n

Wie lang ein Zeitschritt sinnvollerweise gewahlt wird, ergibt sich aus dem tatsachli-
chen Lebenszyklus des Krills. Falls die Reifung von Larven zu Juvenilen bzw. von
Juvenilen zu Adulten zu unterschiedlich ist, muss man gegebenenfalls mehr Al-
tersklassen einfiihren. Man erhalt dann ganz allgemein das Altersklassenmodell
nach Leslie mit N Altersklassen:

fi fo fg... faor TN

X s1 O ce 0 0 X X4
0o s, ... 0 of-|:] =L-]|: (7.5)
N n+1 *N n XN n
0 O ... SN-1 SN

Die Matrix L heisst auch Ubergangsmatrix. Fiir s\ = 0 erhélt man die klassische
Leslie-Matri)ﬂ Die Parameter f1 bis fyy geben an, wie viele Nachkommen die je-
weiligen Altersklassen hervorbringen (f steht fir fertility). Es wird angenommen,
dass die Nachkommen in Altersklasse 1 geboren werden. Meistens ist f{ = 0. Im
Krillmodell bringt nur die Klasse der Adulten Nachkommen hervor. Die Parame-
ter sq bis sn_1 geben an, wie viele Individuen einer Altersklasse altern und in die
nachste Klasse kommen. Der Rest stirbt (s steht fir survival). Der Parameter sy
gibt an, wie viele Individuen der letzten Altersklasse Uberleben und dort bleiben.
Fir sy = 0 erh@lt man das klassische Leslie-Modell, bei dem angenommen wird,
dass alle Individuen der letzten Altersklasse innerhalb eines Zeitschritts sterben.

X1
Zusammen mit der Anfangsverteilung 70 = : ist das Modell vollstandig be-

XN 0
schrieben.

Eine haufige Fragestellung bei der Untersuchung von Populationen ist, inwieweit

2Haufig wird die Indizierung bei 0 begonnen. Dies macht aber die Umsetzung in Matlab schwie-
riger.
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die Population Gber die Zeit stabil ist, d.h. ob das Verhaltnis der GréBen der Alter-
sklassen untereinander gleich bleibt und inwieweit die Populationsgré3e als gan-
zes konstant bleibt oder ob die Population ausstirbt oder wachst.

Betrachten wir dazu das Krillmodell und formalisieren wird zunachst die Fra-
gestellung nach der Populationszusammensetzung:

Die Frage ist, ob letztlich (also fUr immer weiter wachsendes n) die Verhaltnis-
se X{ @ Xo, X{ ! X3 und X3 : Xy konstant werden. Dies bedeutet anschaulich,
dass der Vektor (x4, X2, X3)n mit wachsendem n letztlich seine Richtung nicht mehr
verandert. Nach dem Superpositionsprinzip (vgl. ist die allgemeine Ldsung
des Modells durch die Eigenwerte A und die zugehdrigen Eigenvektoren V der
Matrix L bestimmt:

7n=a1-)\”-71+a2-)\”-72+a3~)\“-73 (7.6)
1 2 3

fr beliebige a1,a2,a3 € R. Eine spezielle Losung erhalt man. indem man die
a’s aus dem Anfangswert 70 bestimmt. Das Modell hat einen reellen und zwei
komplexe Eigenwerte.

Der reelle Eigenwert betragt A1 = 1.05, die komplexen Eigenwerte haben Betrage
kleiner als 1. FUr wachsendes n wird die Losung also in Richtung des ersten Ei-
genvektors streben, da fir groBes n gilt

Xnrag- ALV (7.7)

Die Richtung des ersten Eigenvektors gibt an, in welchem Verhaltnis die einzelnen
Altersklassen langfristig stehen, der erste (betragsmafig groBte) Eigenwert gibt
an, um wie viel die Population in jedem Zeitschritt wachst (hier ca. 5%).

Das Ergebnis ist in Abbildung dargestellt. Die Population wachst nach einer
gewissen Zeit in die Richtung des ersten Eigenvektors. Die Struktur der Altersver-
teilung andert sich also nicht mehr. Die PopulationsgroBe nimmt von Zeitschritt zu
Zeitschritt zu, da der maBBgebliche Eigenwert groBer als eins ist.
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Jahr 40 Jahr 50

10* 10*

20 Jahre

10°

10%

10*

10°

Juvenile
Larven Juvenile Adulte Larven Juvenile Adulte

Larven

Abbildung 7.1: Links: Wachstum des Krills Gber 20 Jahre. Der Anfangswert ist rot markiert. Nach
ein paar Jahren stellt sich eine stabile Altersverteilung zwischen Larven (x1), Juvenilen (x2) und
Adulten (x3) ein. Links: Absolutzahlen der Altersklassen nach 40 (links oben) bzw. 50 (rechts oben)
Jahren und zugehérige Verhaltnisse (unten).

Konstante PopulationsgroBe
Ist der gréB3te Eigenwert genau eins, bleibt die Populationsgré3e und die Alters-

struktur nach einer gewissen Zeit konstant. Das Modell hat dort einen Fixpunkt,
denn mit Aq = 1 gilt dann fir gro3e n

X4 X4 X4 X1
X2 =L- X2 = )\1 © | Xo = | X2 (7.8)
X3 n+1 X3 n X3 n X3 n

Die Vektoren 7n+1 und X, stimmen also fir grof3e n Uberein. Damit verandert
sich an den Abundanzen nichts mehr. Es handelt sich aber nattrlich um ein Flief3-
gleichgewicht.
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8 Raumliche Modelle

8.1

8.1.1

Zellulare Automaten

Bei der Beschreibung von Prozessen in der Natur spielt nicht nur die Veranderung
der ZustandsgrofBen im Laufe der Zeit eine Rolle. Haufig méchte man zusatzlich
auch Informationen Uber die raumliche Verteilung haben. Stellt man sich eine Ra-
senflache vor, und méchte man die Grasmenge auf dieser Flache modellieren, so
kann man natlrlich ein Modell entwickeln, dass die Grasmenge auf dieser Flache
im Laufe der Jahreszeiten beschreibt. Dann hat man aber keinerlei Informatio-
nen dariiber, ob auf dieser Rasenflache an einigen Stellen braune Stellen oder
dicke GrasbUschel existieren. Hierzu bendétigt man ein Modell, das die Grasflache
raumlich beschreibt. Hierzu kann man die Rasenflache zum Beispiel in Quadrate
einteilen. Man kann nun Wachstumsregeln aufstellen, die das Graswachstum be-
schreiben. Ist z.B. ein Quadrat von braunen Stellen umgeben, d.h., dass auf den
Nachbarquadraten sehr wenig Gras ist, so wird das Gras auch in der Mitte schlecht
wachsen, da der Schutz vor Wind fehlt. Sind um ein Quadrat dicke Grasbtischel,
so werden die Nahrstoffe knapp und auch dann kann das Gras schlecht wachsen.

Das Konzept der sogenannten zellularen Automaten wurde 1940 vom Mathema-
tiker Stanislav Ulam (1909-1984) entwickelt. John von Neumann (1903-1957), ein
bedeutender Mathematiker und Begriinder der Informatik, entwickelte das Konzept
weiter. Einer der beriihmtesten Automaten ist Game of Life (~1970) von John Hor-
ton Conway (1937-2020).

Universum nach Stephan Wolfram*

Ein eindimensionaler Automat wurde vom britischen Physiker Stephen Wolfram
(*1959) entwickelt. Wolfram ist der Entwickler von Mathematica und der Suchma-
schine Wolfram Alpha. Sein Buch [Wolfram 2002] beschreibt viele Anwendungen
zellularer Automaten.

Ein einfaches Beispiel ist folgender Automat: Wir teilen den Raum in eine Reihe
von Zellen auf (z.B. 150). Jede Zelle kann den Zustand tot oder lebendig (0 oder
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1) annehmen. Nun kann man mit einer lebendigen Zelle in der Mitte starten.

Die Konstellation im nachsten Schritt ergibt sich nach folgender Regel:

» Eine Zelle erhalt den neuen Zustand 1, wenn in dem Dreierblock aus ihr
selbst und ihren zwei Nachbarn ein oder zwei lebendige Zellen waren.

» Eine Zelle erhalt den neuen Zustand 0, wenn in dem Dreierblock aus ihr
selbst und ihren zwei Nachbarn null oder 3 lebendige Zellen waren.

Nun kann man die Generationen untereinander auftragen und erhalt folgendes
Ergebnis (Abbildung [8.1).

Rule = 126 Generation = 100

20t
300
4ot
50
60
70t
80
0

Abbildung 8.1: Wolfram Universum. Die 100
Zeit lauft von oben nach unten

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Wenn die letzte Zelle wieder an die erste angehangt wird (Ring), haben auch die
Randzellen 2 Nachbarn. Man kann dann mehr Generationen rechnen, ohne Rand-
effekte zu erhalten.

Man kann die Regeln wie folgt formalisieren:

1t 1 1/110(1 011 00(011/010[0O01[00
+ + + + + + + +
0 1 1 1 1 1 1 0
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Man kann sich nun viele Regeln ausdenken, die jeweils eindeutig durch eine acht-
stellige Binarzahl dargestellt werden, wenn man sich auf die Reihenfolge der Tri-
plets einigt. Wolfram hat die obige Reihenfolge benutzt und die achtstellige Binarzahl
in eine Dezimalzahl gewandelt. So konnte er alle méglichen Regeln einfach von 0
bis 255 "benennen”. Insgesamt gibt es also 256 Regelsatze. Die obige Regel ist
dann die Nummer 126 (Binar 01111110).

8.1.2 Conway’s Game of Life

Ein berlihmter Automat ist LIFE. Er wurde von John Horton Conway im Jahre 1970
zur Beschreibung einer fiktiven Bevolkerung entwickelt. Jedes Quadrat, auch Zelle
genannt, kann hierbei zwei Zustande annehmen, tot (0) oder lebendig (1). Conway
hat folgende Regeln aufgestellt:

1. Eine Zelle wird geboren, wenn sie drei lebende Nachbarn hat.

2. Eine Zelle bleibt am Leben, wenn sie zwei oder drei lebende Nachbarn hat.

3. Eine Zelle stirbt an Vereinsamung oder Uberbevélkerung, wenn sie weniger als
zwei oder mehr als drei lebende Nachbarn hat.

4. Nachbarn sind die 8 Zellen um eine Zelle herum.

Mit diesen Regeln ergeben sich interessante Ergebnisse. Es gibt Konstellationen,
die sich Uber die Zeit nicht &ndern, andere die Zyklen durchlaufen, welche die sich
Uber das Feld bewegen (Gleiter) und solche, die in gewissen Abstanden Gleiter
aussenden.

jj
#
H#
.f

+
o
%

Abbildung 8.2: Gleiter (oben) und Zyklus (unten) in Life
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8.1.3 Zirkuldrer Raum*

Der zirkulare Raum ist ein berlihmtes Beispiel fir Selbstorganisation. Nach einer
geringen Anzahl von Schritten bilden sich Strukturen heraus.

Es gibt N mogliche Zustande

Der Zustand der Zelle wird um Eins erhdéht, wenn mindestens ein Nachbar den
Zustand der Zelle plus Eins hat.

Jede Zelle hat 4 Nachbarn (links, rechts, oben und unten)

Der Zustand 0 wird mit dem Zustand N gleichgesetzt

Abbildung 8.3: Selbstorganisation im zirkularen Raum mit N=6 Zustanden. Zwischen den Bildern

liegen jeweils 6 Generationen

8.1.4 Charakteristika von zellularen Automaten

Die Charakteristika von zellularen Automaten kann man wie folgt zusammenfas-
sen:

Entwicklung in Raum und Zeit

diskrete Anzahl an Zellen

endliche Anzahl an Zustanden fir jede Zelle (kann man aufweichen)

Anderung der Zusténde in diskreten Zeitschritten

Zustand hangt von den Nachbarzellen ( und evtl. der Zelle selbst) ab

alle Zellen Verhalten sich nach den gleichen Regeln
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Nachbarschaftsbeziehungen

Der Zustand einer Zelle hangt von den Zustanden seiner Nachbarn ab. Man kann
verschiedene Nachbarschaftsbeziehungen betrachten.

4 Nachbarn (oben,unten, rechts und links)

8 Nachbarn (alle direkt angrenzenden Zellen)

die Zelle selbst kann zu den Nachbarn gezahlt werden
entferntere Zellen werden hinzugenommen

Randbedingungen

Man kann die Rander offen lassen, so dass die Randzellen einfach weniger Nach-
barn haben. In diesem Fall wird der Zustand der Randzellen je nach Automat an-
ders ausfallen als der der Zellen in der Mitte. Will man dies vermeiden schlief3t man
das Feld zu einem Torus. Dann haben alle Zellen gleich viele Nachbarn.

Erweiterungen
Man kann neben diskreten Zustanden auch kontinuierliche Werte fir die einzelnen

Zellen zulassen. Damit lassen sich Prozesse wie Diffusion und Advektion beschrei-
ben (siehe Abschnitt[8.2).
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8.2 Transportprozesse

8.2.1

102

Lasst man in zellularen Automaten auch kontinuierliche Werte zu, und betrach-
tet die einzelnen Zellen als Diskretisierung eines kontinuierlichen Bereichs (z.B
eines Sees), so kann man mit der "Automatenstruktur” auch Strdomungsprozesse
beschreiben.

Von besonderer Bedeutung sind hierbei die Advektion (von lat. advehi = heranbe-
wegen; bezeichnet allgemein das Heranflhren von Dingen) und die Diffusion.

Mit Advektion bezeichnet man z.B. den Transport von einer in Wasser geldsten
Substanz bzw. das durch eine Strémung transportierte Wasser.

Beispiel: Man nimmt einen durchsichtigen Gartenschlauch und injiziert an einer
Stelle etwas Tinte in den Schlauch.

Macht man dieses Experiment in der Realitat, wird man feststellen, das die Bande
aus Tinte mit der Zeit breiter und heller wird. Dies liegt daran, dass die Tinten-
teilchen im realen System das Bestreben haben, die Konzentration im Schlauch
auszugleichen. Dieses Bestreben nennt man Diffusion.

Dreht man nun das Wasser auf, so stromt die Tinte entsprechend der angelegten
Geschwindigkeit durch den Schlauch. Dieses bezeichnet man als Advektion.

Advektion (Transportgleichung)

Die Beschreibung der Advektion (Stromung), die durch die Stromungsgeschwin-
digkeit v bestimmt ist, 1asst sich im eindimensionalen Fall wie folgt beschreiben:

Angenommen, wir betrachten ein kleines Volumenelement V = Ax - Ay - Az des
Schlauchs (Abbildung[8.4), in das mit der Geschwindigkeit v (in m/s) Wasser stromt.
Das Wasser sei inkompressibel und die Konzentration bzw. Dichte der Tinte sei
durch die noch unbekannte Funktion c(t, x) (in mg/m3) beschrieben. Vereinfachend
nehmen wir an, dass in y- und z-Richtung nichts passiert. Die Stromung verlaufe
nur in x-Richtung.
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Ay

: AX :
X-AX X

Abbildung 8.4: Das Volumenelement V = Ax- Ay- Az, in das in x-Richtung mit der Geschwindigkeit
v Wasser stromt..

Die Masse an Tinte, die nun in einem Zeitschritt At durch die Strémung mit der
Stréomungsgeschwindigkeit v in das Volumen Ax - Ay - Az gelangt, ist durch

mi, = c(t,x — Ax) - v(t,x — Ax) - At- Ay - Az (8.1)

wobei t die aktuelle Zeit und x — Ax der linke Rand des Volumenelements ist. Ist
die Flussigkeit inkompressibel, flie3t dasselbe Volumen raus. Die Masse, die herau
sfliel3t, ist nun durch

Mout = C(t, X) - v(t,x) - At- Ay - Az (8.2)
gegeben Die Massendifferenz betragt also
Am = [c(t, x) - v(t, x) —c(t,x — Ax) - v(t,x — Ax)] - At- Ay - Az (8.3)

Sie ist positiv, wenn Masse aus dem Volumen heraus flieBt. Die zeitliche Anderung
der Masse im Volumen V = Ax- Ay - Az innerhalb eines Zeitschritts entspricht also
gerade dem negativen von diesem Wert, da die Masse in V abnimmt, wenn etwas
heraus flief3t:

m(t + At,x) —m(t, x) = —Am (8.4)

Durch Erweiterung der rechten Seite mit % erhalt man schlieB3lich

c(t,x) - v(t,x) —c(t, x — Ax) - v(t, x — Ax)
AX

m(t + At,x) —m(t, x) = -V - At

Division durch V - At ergibt fir konstantes V und mit ¢ = mv

c(t+At,x) —c(t,x)  c(t,x) - v(t, x) —c(t, x — Ax) - v(t, x — Ax) 8.5
At B Ax 8.5)
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Die Grenzlbergange At — 0 und Ax — 0 fUhren nun zu

oc(t, x) o(c(t, x) - v(t, x))

- 8.6
ot OX (8.6)
Mit der Produktregel erhalt man
ac(t,x) ov(t, x) oc(t, x)
T c(t, x) ™ +Vv(t, ) o~ (8.7)
Far konstante Geschwindigkeit v gilt daher
de(t,x) oc(t, x)
o - ox (8.8)

Gleichung heiBt Advektionsgleichung (firr konstante Geschwindigkeiten). Es
handelt sich um eine partielle Differentialgleichung, da die Ableitungen nach t und
nach x auftauchen.

Diskretisierung

104

Um nun Gleichung numerisch zu losen, muss die Gleichung diskretisiert wer-
den. Der Schlauch wird durch ein eindimensionales Gitter simuliert. Hierzu wird die
die x-Achse in Abschnitte der Lange Ax unterteilt. Jeder Abschnitt beschreibt ein
kurzes Stlckchen des Schlauches (Gitterzelle), in dem die Substanz als homogen
verteilt angenommen wird. Es wird nun die zeitliche Anderung der Konzentration
in der i-ten Gitterzelle bestimmt. Hierzu werden zuerst die Gradienten zu benach-
barten Gitterzellen diskretisiert, indem man Differenzenquotienten betrachtet:

c(t + At,x) —c(t, x) c(t, x) —c(t,x — Ax)
At v Ax

=0 (8.9)

Dies entspricht wieder Gleichung was aber nicht zwingend ist. Es gibt ande-
re Diskretisierungen. In Gleichung ist die raumliche Ableitung nicht symme-
trisch sondern stromaufwarts verschoben. Man nennt dies daher auch Upstream-
Schema. Solch ein Schema macht Sinn, wenn v nicht die Richtung wechselt (v >
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0). Es ist hochstens dann stabil, wenn

A
V- A)t( <1 Courant-Friedrichs-Lewy-Kriterium (CFL) (8.10)

gilt. Die GréBe |v - %\ heit Courant-Zahl. Sie beschreibt, welche Wegstrecke

(v - At) in einem Zeitintervall At zurlickgelegt wird. Diese Strecke darf die raum-
liche Diskretisierung Ax nicht Gberschreiten. Betrachtet man nun Gitterzellen mit

+ i i + +

AX

Abbildung 8.5: Diskretisierung des Schlauchs in Gitterzellen der Lange Ax, in die in x-Richtung mit
der Geschwindigkeit v Wasser stromt.

Abstand Ax, erhalt man folgendes Rechenschema.

c(t,i—1)—cf(t,i)

- At
AX

ct+ Aty =c(t,i) +v-

Diese Art der Diskretisierung nennt man auch Methode der finiten Differenzen.

Das Problem bei der Diskretisierung der Advektion ist, dass Ax und At genau
zueinander "passen” missen. Dies kann man aber hdchstens zufallig bei konstan-
ter Geschwindigkeit v erreichen. Ansonsten "verschmiert” das Signal. Dieses sieht
ahnlich wie eine Diffusion aus. Daher wird dieses Phanomen, das sich aufgrund
der Diskretisierung ergibt, auch numerische Diffusion genannt. Man kann zeigen,
dass es sich bei dem Fehler, den man durch die Diskretisierung macht, tatsachlich
um einen Diffusionsterm handelt.

8.2.2 Diffusion

Die Diffusion kann man wie folgt formalisieren: Angenommen wir betrachten den
Schlauch als eindimensional (x-Richtung) und geben die Tinte als Konzentration ¢
an. Dann ist c(t, x) die Konzentration zur Zeit t am Ort x.

Nach dem 1. Fickschen Gesetz ist die Teilchenstromdichte (der Fluss) J proportio-
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nal zum Konzentrationsgradienten entgegen der Diffusionsrichtung:

oc
J=—Da

Hierbei ist D die Proportionalitatskonstante, die Diffusionskonstante. Das Minuszei-
chen bewirkt, dass der Fluss entgegen dem Konzentrationsgradienten wirkt, also
von hoherer zu niedrigerer Konzentration.

Einheiten: Ist die Konzentration ¢ z.B. in mo/m3 angegeben und die Zeit in s, so ist
die Einheit des Flusses J molm?2s. Die Einheit der Diffusionskonstanten ist m%s.

Die zeitliche Anderung der Konzentration ergibt sich aus der Kontinuitatsgleichung,
die besagt, dass keine Masse verloren geht oder entsteht, bzw. aus der Advekti-
onsgleichung [8.8] bei der der Fluss ¢ - v nun durch J ersetzt wird:

g A _
ot ox
oc oJ ) l_D 80]

ot ax ox | ox

Far eine Diffusionskonstante unabhangig von x ergibt sich

ac 02¢c
=P 52

Um die Diffusionsgleichung fiir ein System zu l6sen, muss man eine Anfangsbe-
dingung vorgeben. In unserem Fall die Konzentration an jeder Stelle x zur Zeitt = 0
, also ¢(0, x) fur alle x.

Bisher haben wir noch keine Angabe Uber die Lange des Schlauches gemacht.
Wir sind von einem unendlich langen Schlauch ausgegangen. Will man die Ver-
teilung in einem endlichen Schlauchstiick beschreiben, so muss man auch Rand-
bedingungen definieren. Hier gibt es zwei Mdglichkeiten: Entweder man setzt die
Konzentration am Anfang (x=0) und am Ende des Schlauchstlicks (x=L) fest, also
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c(t,0) und c(t,L) f.at >0 Dirichlet-Problem

oder man gibt die Ableitungen am Rand vor

ac

oc
——c(t,0) und ot

ot ct,L)fat>0 Neumann-Problem

Der Unterschied ist wie folgt:

Sind die Konzentrationen am Rand vorgegeben, so bestimmen diese letztlich nach
einer gewissen Zeit die Konzentration im Schlauchstick. Vom Rand her diffundiert
Substanz (Tinte) in den Schlauch hinein.

Halt man den Gradienten am Rand fest, z.B setzt in gleich null, dann bedeutet dies,
dass keine Substanz aus dem Schlauch oder in den Schlauch diffundieren kann.
Die Menge im Schlauch bleibt konstant und verteilt sich mit der Zeit gleichmasig.

Im allgemeinen ist es sehr schwierig, Anfangs- und Randwertprobleme analytisch
zu l6sen. Daher ist es meistens sinnvoll solche Probleme numerisch zu behandeln.
Hierzu gibt es hervorragende Verfahren. Das Grundprinzip soll im folgenden mit
einem sehr elementaren Verfahren erlautert werden:

Diskretisierung

Der Schlauch wird wieder durch ein eindimensionales Gitter simuliert. Hierzu wird
die die x-Achse in Abschnitte der Lange Ax unterteilt. Jeder Abschnitt beschreibt
ein kurzes Stlickchen des Schlauches (Gitterzelle), n dem die Substanz als homo-
gen verteilt angenommen wird. Es wird nun die zeitliche Anderung der Konzentra-
tion in der i-ten Gitterzelle bestimmt. Hierzu werden zuerst die Gradienten zu den
benachbarten Gitterzellen diskretisiert, indem man die jeweiligen Differenzenquo-
tienten betrachtet:
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oe(t,x+Ax) _ dc(t,x)

ac(t, x)

~ D- Ox Ox
ot AX
c(t,x+Ax)—c(t,x) _ c(t,x)—c(x=Ax)
~ D- AX AX

AX

' c(t,x + Ax) —2 - c(t, x) + c(x — Ax)

= D
AX2

Die zeitliche Diskretisierung fuhrt zu:

c(t,x + Ax) —2 - c(t, x) + c(t, x — Ax)

N N (8.11)

c(t+ At,x) =c(t,x) + D -

Betrachtet man nun Gitterzellen mit Abstand Ax so erhélt man folgende Formel:

c(t,i+1)—2-c(t,i) +c(i—1)
AX2

c(t+ At,i) = c(t,i) + D - N

Diese Art der Diskretisierung nennt man forward in time und centered in space
(FTCS). Man muss nun Ax und At so wahlen, dass tatsachlich ein Konzentrati-
onsausgleich geschaffen wird, und dass das diskretisierte System nicht oszilliert.
Dies ist fur

1 Ax?
D< - ——
2 At
der Fall. Dies versteht man leicht, wenn man berilcksichtigt, dass pro Zeitschritt
aus einer Zelle nicht mehr (Masse) herausfliessen darf als drin ist. Dies bedeutet,

dass
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2D - c(t, x)

Al At < c(t, x)

gelten muss, da in Gleichung die Konzentration in den Nachbarzellen schlimm-
stenfalls null ist.

8.2.3 Der zweidimensionale Transport

Eine sehr einfache Mdglichkeit, die Transportprozesse im zweidimensionalen Fall
zu beschreiben, funktioniert ahnlich wie bei den Automaten.

Man betrachtet jetzt nicht nur die Nachbarzellen rechts und links, sondern auch
oben und unten. Man definiert also flr jede Zelle vier Austauschflisse. Nehmen wir
vereinfachend an, dass die raumliche Diskretisierung in beide Koordinatenrichtung
gleich Ax = Ay, so gilt fiir die Verfahren erster Ordnung fir die Diffusion

c(t+ At,i,j) = c(t,i,]) (8.12)
ct,i+1,j)—2-c(t,i,j) +c(t,i—1,j)
+D- A2 - At
ct,i,j+1)—2-c(t,i,j) +c(t,i,j—1)
D. - At
¥ Ax2

mit der Stabilitatsbedingung

1 Ax?

D<c .20
<2 AT

und flr die Advektion mit den Geschwindigkeiten vy > 0 und vy > 0 in die Koor-
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dinatenrichtungen

c(t+ At,i,j) = c(t,i,]) (8.13)
+ Vx Ax At
c(t,i,j—1)—c(ti,))
) - A
+Vy AX t

Das CFL-Kriterium muss nun fir beide Raumrichtungen und die Raumdiagonale
erfillt sein. Man kann zeigen, dass dies fir

At
(Vx+vy) - =1 (8.14)

gilt. Man sollte aber nicht "=1” ausreizen, da die Numerik der verwendeten Pro-
grammiersprache (Zahldarstellung) zu falschen Ergebnissen flhren kann.
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8.2.4 Numerische Diffusion®

Die angegebene Diskretisierung der Advektion (Gleichung[8.5) lasst sich auch her-
leiten, indem man die Konzentration als Taylorpolynom (siehe Abschnitt[A.12) in t
und x darstellt. Hierbei muss wiederum die Asymmetrie der raumlichen Ableitung
berlcksichtigt werden.

de(t, x) 19%c(t,x) 3
oft+ At X) = oft, ) + == - At+ 5 2 LA + O(A) (8.15)
B ac(t, x) 10%¢(t,x) o 3
c(t,x— Ax) = c(t, x) x AX + > o2 Ax= + O(Ax7) (8.16)

Bei der hier dargestellten Entwicklung bis zum quadratischen Term sind die Fehler
O von dritter Ordnung und werden in der nachfolgenden Rechnung vernachlassigt.
LAst man die Gleichungen nach % bzw. % auf und setzt das Ergebnis in

Gleichung [8.8]ein, so erhélt man

c(t + At, x) —c(t, x) 1820('[, X)

At "2 e A
c(t,x) —c(t,x—Ax) 18%c(t,x) B
+V ( Ax ts 2wl Ax| =0 (8.17)

Die zweite zeitliche Ableitung wird man wieder los, indem man Gleichung
bericksichtigt und annimmt, dass v konstant ist:

ac(t,x) o oc(t, x)
ot ox
also
92c(t, x) __y. O foetx)] __ 0 [oetx)] __ 9 [, 9etx)
ot2 ot| Ox ox | ot ox Ox
_ V2 ' 80(’[, X)
G

(8.18)
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Setzt man dies nun in Gleichung ein und fasst zusammen, so erhalt man

c(t + At,x) —c(t, x) . c(t,x) —c(t,x — Ax)

N +V A (8.19)
1 5 &Pc(tx) 1 d2c(t, X)
2V e ATV e
1 92c(t, X)

=—§~v~(Ax—v‘At)- 2

Dieses Schema ergibt nun bis auf die héheren Terme die richtige Losung. Ver-
gleicht man es mit dem Upstream-Schema fallt der Term auf der rechten Seite auf.
Beim Upstream-Schema wird also zusétzlich das Negative dieses Terms berech-
net:

1 9c(t, x)
> V- (Ax—=v - At) - p¥

(8.20)

Hierbei handelt es sich um einen Diffusionsterm mit der Diffusionskonstanten D =
% -v - (Ax—v-At) > 0. Dies ist die sogenannte numerische Diffusion. Aus der
Tatsache, dass eine Diffusionskonstante positiv sein muss, folgt sofort dass das
Schema nur fur v > 0 angewendet werden darf. Dreht man die Stromrichtung um,
muss man das numerische Schema anpassen. Fir negatives D fliegt uns das gan-
ze sonst um die Ohren, da keine Massenerhaltung vorliegt. Weiterhin folgt firv > 0
sofort, dass Ax —v - At > 0 gelten muss und man erhalt die Stabilitdtsbedingung

8.10

Durch die Vernachlassigung der Terme zweiter Ordnung beim Upstream-Schema
entsteht ein Fehler, der sich wie eine Diffusion auswirkt. Man kann das Verfah-
ren verbessern, indem man den Term auf der rechten Seite von Gleichung
berdicksichtigt, indem man ihn wie in Abschnitt diskretisiert. Das Verfahren,
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das man so erhalt, hei3t Lax-Wendroff-Verfahren:

c(t+ At, x) = c(t,x) +a - (c(t, x — Ax) —c(t, x))

a-a?

2

- (c(t,x + Ax) + c(t,x — Ax) — 2 - c(t, X))

mit der Courantzahl a = "'A—Axt.

(8.21)

113



8.3. Temperaturverteilung im Sediment Grundlagen mathematischer Modellierung

8.3 Temperaturverteilung im Sediment
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Ein Beispiel fir die Anwendung des Diffusionsmodells hat sich in der Forscher-
gruppe BioGeoChemie des Watts ergeben. In der AG Mikrobiogeochemie wurden
Temperaturdaten im Rickseitenwatt von Spiekeroog gemessen (Abbildung [8.6).

Oberflachen und Sedimenttemperatur 2006 Janssand
T T T T

Temperatur | C

" 1 L 1
o0 90

1 L 1
180 270 360
Tage in 2006 Oaton M, 3auk

Abbildung 8.6: Temperaturdaten vom Janssand (rot, griin, blau, M. Beck, 2006), Ruckseitenwatt
von Spiekeroog und vom Messpfahl (grau, M. Grunwald, 2006)

Die Frage, die sich stellt ist, welche Ursache die Phasenverschiebung in den Tem-
peraturkurven in unterschiedlichen Tiefen hat. Die Hypothese dazu ist, dass die
Phasenverschiebung allein durch die Warmeleitung erklart werden kann. Da die
Warmeleitung in einem Medium durch die Diffusionsgleichung beschrieben wer-
den kann, wurde das Modell aus Abschnitt verwendet. Als Randbedingung
wurden Wassertemperaturdaten vom Messpfahl verwendet. Da diese Daten nur
von April bis Dezember zur Verfligung stehen, wird zuerst eine Kosinusfunktion an
die Daten gefittet (vgl Abschnitt[2.7) um einen vollstandigen Jahresgang zu erhal-
ten.

Es wird das eindimensionale Diffusionsschema nach Gleichung verwendet,
wobei die erste Zelle die Sedimentoberflache und die letzte Zelle die Sedimentun-
tergrenze bei 10m beschreibt. Insgesamt werden 100 Zellen verwendet.

Als Anfangsbedingung wird fiir die Zellen 2-99 die mittlere Temperatur gewahit.

Die approximierte Kosinusfunktion wird zur Bestimmung der Temperatur an der
Sedimentoberflache verwendet (Dirichlet-Problem). Dies wird technisch dadurch
gelést, indem der Wert der ersten Zelle in jedem Zeitschritt auf den Funktionswert
der Kosinusfunktion gesetzt wird.
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Die untere Randbedingung wird in der Tiefe von 10 m gesetzt (Zelle 100). Es wird
angenommen, dass in dieser Tiefe kein Warmefluss mehr auftritt, der Gradient
also Null ist (Neumann-Problem). Dies wird technisch erreicht, indem der Wert
der letzten Zelle (100) in jedem Zeitschritt auf den Wert der vorletzten Zelle (99)
gesetzt wird.

Die Temperatur wird nun fir 3 Jahre mit einem Zeitschritt von At = 0.01 Jahr
berechnet. Das Simulationsergebnis fir D=9.5 - 10~/ %2 ist in Abbildung dar-
gestellt.

Temperatur im Sediment Temperatur im Sediment

Depth (m)
5 © @ N o o s w v = o
I — T T

. . . . . . . . . .
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Time (d)

L L L L . . . . . . .
4 € 8 10 121 16 18 20 0 50 100 150 200 250 300 350
Temperature (C) Time (day in year )

Abbildung 8.7: Simulationsergebnis zur Temperaturverteilung im Sediment Uber drei Jahre (links)
und im Vergleich zu den Messdaten zur Temperaturverteilung im Sediment fir das dritte Jahr
(rechts).

Man erkennt, dass das System nach kurzer Zeit die recht willkirlich gesetzten An-
fangswerte vergessen hat. Vergleicht man nun die Simulationsergebnisse des drit-
ten Jahres in den jeweiligen Tiefen mit den gemessenen Daten erkennt man eine
recht gute Ubereinstimmung in der Phasenlage (Abbildung und Abbildung
(rechts)).

Man kann also die zeitliche Phasenverschiebung mit der Warmeleitung erklaren.
Es bleibt zu Uberprifen, inwieweit der angenommene Diffusionskoeffizient flir den
am Janssand vorliegenden Sedimenttyp realistisch ist und als Konstante betrach-
tet werden darf. Um eine noch bessere Ubereinstimmung zu erhalten, wiirde man
anstelle der Kosinuskurve die realen Daten als Randbedingung einsetzen. Die
fehlenden Daten kdnnte man mittels einer Fourieranalyse approximieren (vgl. Ab-

schnitt [2.4).
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9 Agentenbasierte Systeme und Tracer-Modelle

Eng mit den zellularen Automaten verknipft sind die agenten- oder individuen-
basierten Modelle. In diesen Modellen haben die Individuen (Agenten) Entschei-
dungsmadglichkeiten. Als Beispiel kann man sich den StraBenverkehr vorstellen.
Die Agenten sind hier die einzelnen Autos bzw. dessen Fahrer. Das System-Verhalten,
der Verkehrsfluss, resultiert dann aus dem Verhalten der einzelnen Autos und wird
nicht auf Systemebene vorgegeben. Agentenbasierte Modelle bieten die Maglich-
keiten heterogenes Verhalten und Abhangigkeiten von anderen Individuen darstel-
len zu kdnnen. Diese Art der Modellierung findet Anwendung, wenn untersucht
werden soll, inwieweit sich ein System veranderten Rahmenbedingungen anpas-
sen kann (Robustheit). Das Entscheidungsverhalten wird auf der Ebene der In-
dividuen implementiert (Mikroebene), um das Systemverhalten (Makroebene) zu
beschreiben.

Anwendungsbeispiele:

Verkehrsmodelle, Entstehung von Staus
Fluchtverhalten im Katastrophenfall
Entstehung von Ameisenstra3en

* Wachstum von Dendriten
Wirtschaftssysteme

» Sozialverhalten

+ Larvenansiedlung in aquatischen Systemen

9.1 Wachstum von Dendriten

In einem Rechteck aus Zellen werden nacheinander Teilchen freigelassen, die sich
zufallig bewegen, bis sie ,kleben® bleiben. Der Klebebereich besteht aus dem Rand
des Rechteck und den Umgebungen der schon klebenden Teilchen. Die Bewegung
fihrt bei jedem Zeitschritt in eine der vier angrenzenden Zellen, relativ zur augen-
blicklichen Position des Teilchens (Abbildung [9.1).
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Teilchen = 1021
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Abbildung 9.1: Dendritenwachstum.
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9.2 AmeisenstraBBen
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Ameisen einer Kolonie bilden auf Futtersuche StraBen aus. Dies sind Wege, die
von immer mehr Ameisen genutzt werden. Dies kann durch Duftstoffe induziert
sein, die die Ameisen als Spur hinterlassen. Hierzu ein sehr einfaches Modell:

Die Zellen einer Ebene kdnnen schwarz oder weil3 sein (verschiedene Gerliche).
Die Ameise bewegt sich von Zelle zu Zelle nach folgenden Regeln:

* Die Ameise geht einen Schritt. Ist die erreichte Zelle weiss, dreht sie sich um
90° nach links, ist sie schwarz um 90° nach rechts.

» Die Farbe der verlassenen Zelle andert sich

Zu Beginn sind alle Zellen weif3, die Ameise sitzt in der Mitte mit einer vorgegeben
Bewegungsrichtung.

Nach einer langen Vorlaufzeit (ca. 10000 Schritte) mit einem chaotischen Muster
bildet sich eine Struktur, die wie eine StraBse aussieht (Abbildung [9.2). Dieses
Phanomen ist ein Beispiel fir Selbstorganisation.
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Ameisen Time = 10000 Ameisen Time = 13000
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Abbildung 9.2: Ameisestraf3e: Links nach 10000 Schritten, rechts nach 13000 Schritten.

9.3 Tracer-Modell zur Larvenansiedlung in aquatischen Systemen

Die Ansiedelung von Larven an Substrat kénnte mit einem individuenbasierten
Modell beschrieben werden. Larven bewegen sich je nach Art zumeist passiv in
der Strobmung bis sie auf einen Untergrund treffen, auf dem sie sich ansiedeln
konnen. Die Entscheidung sich anzusiedeln, kann hierbei von verschiedenen Fak-
toren abhangen. Da sich die Larven hier passiv in der Strémung bewegen, kann die
Larvenansiedlung auch mit einem Tracer-Modell oder Lagrange-Modell beschrie-
ben werden. Hierbei bewegen sich die Larven passiv in einem Strémungsfeld be-
wegen und entscheiden nicht selbst, wohin sie sich bewegen und ob sie sich an-
siedeln oder nicht. Die Ansiedlung findet fir alle Larven z. B. immer dann statt,
wenn sie auf ein Substrat treffen. Sie treffen also selbst keine Entscheidung.

Um dies zu modellieren braucht man fir das Gebiet, in dem sich die Ausbreitung
und Ansiedlung stattfindet, ein Stromungsfeld. Hierzu wird das Gebiet in Gitter-
punkte aufgeteilt und an jedem Gitterpunkt zu jeder Zeit eine Geschwindigkeit be-
stimmt. Solche Modelle, die dies leisten. heiBen auch General Circulation Models
(GCM) und werden von Hydrodynamikern erstellt. Wir bendtigen hier davon nur
das Simulationsergebnis. Dies ist ein Datensatz, der fir jeden Gitterpunkt die x-
und y-Koordinate sowie die Geschwindigkeitskomponenten in x- und y-Richtung
enthalt. Diese Information muss fir genligend viele Zeitpunkte des Simulations-
zeitraums vorliegen.
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Larven- Time=72.0 h - Larven angesiedelt 338 von 576
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Abbildung 9.3: Screenshot eines Tracermodells zur Ansiedlung von Larven im Rickseitenwatt der
ostfriesischen Inseln. Schwarz: schwimmende Larven, rot: angesiedelte Larven. Die Ansiedelung
am Ende der Fahrrinnen ist ein Artefakt, der sich aus dem zugrunde liegenden Strdmungsfeld
ergibt. Quelle: Stromungsdatensatz: K. Lettmann, Modell: C.Feenders & C. Kohimeier
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10 Epidemiemodelle

Unter einer Epidemie (aus dem Griechischen fir ,im Volk verbreitend,) versteht
man ein stark gehauftes ortlich und zeitlich begrenztes Vorkommen einer Erkran-
kung, insbesondere von Infektionskrankheiten. Bei einer Ausbreitung Gber mehrere
Lander und Kontinente spricht man von einer Pandemie.

Mathematische Epidemiemodelle beschreiben die Dynamik und Ausbreitung von
Epidemien. Sie liefern ein Verstandnis der Auswirkungen krankheitsspezifischer
Eigenschaften auf den Epidemieverlauf, wie z.B. die Auswirkung der Lange der
Inkubationsszeit. Die Inkubationszeit, ist die Zeitspanne zwischen der Infektion
(Eindringen des Erregers in den Kérper) bis zum Auftreten der ersten Symptome
(bei Masern 8-14 Tage). Die Inkubationszeit ist zu unterscheiden von der Latenz-
zeit, Zeitspanne zwischen den Eindringen des Erregers und dem Beginn der In-
fektiositat.

Fast alle modernen Epidemiemodelle, die die Ausbreitung z.B. von HIV (AIDS)
oder SARS-CoV-2 (COVID-19) beschreiben, gehen letztlich auf das klassische
Epidemiemodell von [Kermack& McKendrick 1927] zurick.

10.1 Das Epidemiemodell nach Kermack & McKendrick

Das Modell Iasst sich am einfachsten wie folgt verstehen. Es wird eine Bevolke-
rung mit einer konstanten Gréf3e N zugrunde gelegt. In dieser Bevdlkerung seien
alle Personen fiir die modellierte Krankheit gleich anféllig. Die Ubertragung der
Krankheit findet durch den Kontakt einer infizierten Person | (engl. infectious) mit
einer anfalligen Person S ( engl. suszeptible) statt. Eine Person, die infiziert wurde,
gesundet nach einer gewissen Zeit R (engl. removed, recovered). Es wird hierbei
nicht zwischen infizierten und erkrankten Personen unterschieden und gesundete
Personen sind immun und werden nicht wieder anfallig. Aus den englischen Be-
zeichnungen leitet sich der Name SIR-Modell ab:
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S(t) Anzahl der anfélligen Personen zur Zeit t,
I(t) Anzahl der infizierten Personen zur Zeit t und
R(t) Anzahl der gesundeten Personen zur Zeit t

Man nimmt an, dass zu Beginn einer Epidemie eine sehr kleine Anzahl von Perso-
nen infiziert ist: 1(0) << N und die restlichen Personen anfallig sind S(0) = N—1(0),
R(0) = 0.

Wird eine Infektion durch den Kontakt eines Anfalligen mit einem Infizierten hervor-
gerufen, so ist das Infektionsrisiko eines Anfalligen umso gréBer, je mehr Infizierte
in der Bevolkerung sind. Die Infektionsrate wird mit dem Anteil der Infizierten | an
der Gesamtbevdlkerung N steigen:

I
Infektionsrate = (3 - N

Der Parameter [ (1/Zeit) gibt die die maximale Infektionsrate an. Sie hangt von der
Zahl der Kontakte pro Zeiteinheit k ab, die eine suszeptible Person hat, und der
Wahrscheinlichkeit p, dass ein Kontakt zur Infektion flhrt:

B=p-k

Die Anderung der Zahl der Suszeptiblen hangt von der Zahl der Neuinfektionen ab,
die Anderung der Zahl der Infizierten hangt zusétzlich von der Zahl derer ab, die
Gesunden. Geht man von einer konstanten Gesundungsrate ~ (in 1 pro Zeit) aus,
so erhalt man das SIR-Modell nach [Kermack& McKendrick 1927]:

§==5 8 (10.1)
[

| = 6~N-S—7-I

R= -

FOhrt man zusatzlich den Parameter p = % - N ein , so kann man alternativ fur
die Anderung der Infizierten auch | = 3 - ﬁ(S — p) schreiben. Fir eine konstante
BevolkerungsgroBe qgilt zu jeder Zeit S+ 1+ R = N. Damit lasst sich das System auf
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10.1.1

die ersten beiden Gleichungen reduzieren, da die Anzahl der immunen Personen
R aus der Anzahl der suszeptiblen und der infizierten berechnet werden kann. Bei
konstanter BevolkerungsgroBe N reicht es also, das folgende Modell (SI-Modell)
zu untersuchen:

S (10.2)

Z| —

Diesem System sieht man den Epidemieverlauf bereits an. Fiir S > p gilt | > 0, fir
S < pgilt | < 0. Dass bedeutet, dass die Epidemie ausbrechen kann, wenn die
Anzahl der Anfélligen oberhalb des Schwellenwerts p liegt. Anderenfalls ebbt sie
ab. Das Systemverhalten ist in Abbildung[10.1]dargestellt.
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modells nach Kermack & McKendrick fiir

Infizierte |

40

20

/N

« | B=0.2undN = 1000 mit Anfangswerten
200 400 600 800 1000 (Punkte) oberhalb des Schwellenwerts
Suszeptible S p = 500 (gestrichelt).

Basisreproduktionszahl*

Die Basisreproduktionszahl Rq gibt an, wie viele Menschen von einer infektiosen
Person durchschnittlich angesteckt werden, wenn die gesamte Population suszep-
tibel ist. Die Basisreproduktionszahl ist also die durchschnittliche Anzahl infektidser
Kontakte eines Infizierten wahrend seiner infektidsen Periode. Sie ist das Produkt
aus der mittleren Anzahl der Kontakte k einer infizierten mit einer suszeptiblen Per-
son, der Wahrscheinlichkeit p, dass dieser Kontakt zur Ansteckung fuhrt und der
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mittleren Dauer der infektiosen Periode % (siehe|10.1.2).

R0=p-k-

==
=™

Die mittlere Dauer der infektidsen Periode ist der Kehrwert der Genesungsrate. Pro
Zeitintervall infiziert eine infektiose Person also p - k weitere Personen und dies ge-
schieht im Mittel in der Zeit % Die Basisreproduktionszahl ist eine dimensionslose
GroBe.

Eine Epidemie kann beendet werden, wenn die Anzahl fataler Kontakte eines Infi-
zierten § = p - k unter den Wert v gesenkt werden kann, also die Basisreprodukti-
onszahl Rg = p7~k = g < 1 wird.

Dies kann man verstehen, wenn man
| =5 | S |
= N ’y

betrachtet und berticksichtigt, dass zu Beginn einer Epidemie fast alle Personen
suszeptibel sind (S ~ N), dann gilt naherungsweise:

I =B-1-7-1=(8-7)
Die Epidemie ebbt also fur 5 < v oder Ry = g < 1ab.

Die Senkung der Basisreproduktionszahl kann durch

 Verringerung der fatalen Kontakte,
» Verkirzung der infektiosen Periode (Kehrwert von ) und

 Impfung

erreicht werden.
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10.1.2 Mittleren Dauer der infektiosen Periode*

Sei lp die Anzahl der infizierten zur Zeit 0. Von diesen sind zum Zeitpunkt t noch
I(t) =l - et

infiziert. Bis zum Zeitpunkt t ist von den anfangs |y Infizierten der Anteil

Fly = l_o'(t) —1-et

nicht mehr infiziert. F(t) ist die Verteilungsfunktion der Zeit bis zur Genesung. Die
zugehorige Dichtefunktion lautet:

ft)=F(t)=~ e

Die mittlere Dauer der infektiosen Periode E(t) (Erwartungswert) betragt

> > 1 vt i T —tjoo _ ]
E(t)=/0 t-f(t)dt:/o toy-eVdt = —te™ |30+/0 o7 dt=0- e =

10.1.3 Analyse des SI-Modells*®

Fixpunkte
Die stationdren Zustéande des Modells sind alle Punkte (S*,1*) = (S,0),S > 0.
Damit besteht die gesamte S-Achse aus Fixpunkten.

Stabilitat der Fixpunkte

Es kann mit den Methoden nach Anhang [G| gezeigt werden, dass fir S > p der
Fixpunkt (S, 0) instabil ist, die Epidemie bricht aus. Fir S < p ist (S, 0) stabil, die
Infizierten verschwinden.

125



10.2. Vergleich von Rauber-Beute-Modell und Epidemiemodell Grundlagen mathematischer Modellierung

Isoklinen

Die S-Isokline, also das Teilgleichgewicht, bei dem sich die Zahl der Suszeptiblen
nicht mehr andert, ist dadurch charakterisiert, das entweder keine Infizierten oder
keine Suszeptiblen da sind. Es liegt folglich auf den Achsen. Die Losungskurven
verlaufen auf den Achsen senkrecht.

{§=0} = {(S,)] I=00der S =0}

Die I-Isokline, also das Teilgleichgewicht, bei dem sich die Zahl der Infizierten nicht
mehr andert, ist dadurch charakterisiert, das entweder keine Suszeptiblen mehr
da sind oder die Zahl der Suszeptiblen den Schwellenwert p angenommen hat. Es
liegt folglich auf der S-Achse und der senkrechten Linie bei S = p. Die Lésungs-
kurven hier waagerecht.

{i=o} = {(S,1)|1=0oderS = p}

10.2 Vergleich von Rauber-Beute-Modell und Epidemiemodell

126

In Abschnitt[5.1]haben wird das Lotka Volterra Modell als einfaches Rauber-Beute-
Modell kennen gelernt. Das Modell ist dem Epidemiemodell recht &hnlich, sofern
eine konstante BevilkerungsgroBe N angenommen wird und dadurch die Glei-
chung fur R redundant ist.

Epidemiemodell Rauber-Beute-Modell

. B )

S = —N~S~I B =r-B-Db-B-R
. B .

I = N~S~I—7~I R = b-B-R-s-R
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Bringt man beide Modell in eine &hnliche Notation, sieht man die Ubereinstimmung
noch besser. Hierbei sei nun x die Zahl der Suszeptiblen resp. der Beute und y die
Zahl der Infektiésen, resp. der Rauber. Die Parameter werden nun p¢, po und p3
genannt, wobei wir im SIR-Modell fir eine konstante Populationsgrésse % Zu ei-
nem Parameter (po) zusammenfassen.

Epidemiemodell Rauber-Beute-Modell

X = — P2-X-y X P1-X —pa-X-y

P2-X-y —p3-y y P2-X-y —p3-y

<.
Il

Die Ergebnisse der Modelle sind in Abbildung dargestellt. Man erkennt, dass
beim SIl-Modell das Verschwinden der Epidemie eine Folge zu geringer Suszepti-
blenzahlen ist. Beim Lotka-Volterra-Modell liefert der zusatzliche Wachstumsterm
der Beute den Nachschub an Beute, so dass es zu den typischen geschlossenen
Bahnen kommt.

SlI-Modell Lotka-Volterra-Modell
25 : : : : ‘ : :
100 ¢
20 80+
Q15+ o) L
5 g ®
N :®
"‘_E 10+ ] o 40 t
5¢ 20
0 : ‘ : 0
200 300 400 500 600 700 200 300 400 500 600 700
Suszeptible Beute

Abbildung 10.2: Vergleich des SI-Modells (links) mit dem Lotka-Volterra-Modell (rechts) im Phasen-
raum. Es sind jeweils Lésungen flr drei verschiedene Anfangswerte (Punkte) dargestellt.
Parametrisierung: py = 0.02, p, = 0.001, p3 = 0.4, xg = 500, yg € {1,5,10}.
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10.3 Das SIS-Modell

Eine modifizierte Version des SIR-Modells ist das SIS-Modell, bei dem angenom-
men wird, dass gesundete Personen direkt wieder anfallig werden:

S=—ﬁ-$-8+7-l (10.3)
i=B-N-S—7¢

Unter der Annahme einer konstanten Bevolkerungsgré3e N gilt S+I=N fir alle Zei-
ten und das System kann auf eine Gleichung reduziert werden:

i=5.N.m—n—74=ﬁm (10.4)

Die stationaren Zustande sind durch I§ = 0 und I = N - (1 —%) gegeben. Die Epide-
mie kann innerhalb der Bevolkerung endemisch persistieren, wenn der nichttriviale
stationare Zustand stabil ist. Es gilt

(1) B

TR
und damit

df(1*)

ar =17

Der Zustand I* ist also stabil fir y—/5 < 0 oder anders ausgedriickt fir Ry = % > 1.
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11 Fraktale und fraktale Dimension*

Betrachten wir folgende Vorschrift: Wir nehmen das Intervall [0, 1] und schneiden
im ersten Schritt das mittlere Drittel also das Intervall [%, %[ heraus. Ubrig bleiben
die Intervalle [0, %[ und [%, 1]. Mit diesen Intervallen Verfahren wir genauso. Aus
jedem der beiden Intervalle wird jeweils wieder das mittlere Drittel herausgeschnit-
ten usw. (siehe Abbildung[11.1). Die Frage ist, was Ubrig bleibt, wenn man dieses

Abbildung 11.1: Die Cantor-Menge entsteht indem man in jedem Intervall das mittlere Drittel
wegstreicht.

Verfahren unendlich oft anwendet. Das Bild, das dabei entsteht nennt man auch
Limesbild (von Limes: Grenzwert). Obwohl jedes einzelne Objekt eine Strecke ist,
besteht das Limesbild aus isolierten Punkten. Limesbilder kbnnen also ganz ande-
re Eigenschaften haben als die Objekte, die zu ihrer Entstehung fihren:

Betrachten wir hierzu ein Quadrat der Kantenlange 1. Wir schneiden nun sukzes-
sive Quadrate heraus, so dass eine Treppe entsteht (Abbildung [11.2): Bestimmt
man die Treppenlange (von der oberen linken zur unteren rechten Ecke) so be-
tragt die Lange in jedem Schritt 2. Je 6fter man das Verfahren wiederholt, umso
mehr ndhert sich die Treppe der Diagonalen (Limesbild). Die Diagonale hat aber

die Lange v2.

Abbildung 11.2: Die Treppenlénge betragt fiir jeden Schritt 2. Die Diagonale als Limesbild hat die
Lange v2.

Betrachten wir noch einmal die Cantor-Menge. Jedes Intervall, dass entsteht, sieht,
bis auf einen Skalierungsfaktor, aus wie das Original. Die Cantor-Menge ist selbstahn-
lich. Eine Figur wird selbstahnlich genannt, wenn Teile der Figur kleine Kopien der
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ganzen Figur sind.

Ein weiteres Beispiel fur eine selbstahnliche Figur ist die Kochsche Kurve, auch
Schneeflockenkurve genannt. Sie entsteht aus einem gleichseitigen Dreieck, bei
dem man auf das mittlere Drittel jeder Seite ein weiteres Dreieck aufsetzt und die
Uberschissigen Linien wegstreicht (siehe [11.3).

AT LS

Abbildung 11.3: Die Schneeflockenkurve entsteht indem auf jede Seite eines gleichseitigen Drei-
ecks in der Mitte ein gleichseitiges Dreieck mit einem Drittel der urspriinglichen Seitenlange aufge-
setzt wird.

Betrachet man eine Seite des Dreiecks und setzt die erste Seitenlange gleich eins,
so verlangert sich die Seitenlange in jedem Schritt um ein Drittel. Letztlich wird die
Seite und damit die gesamte Kurve unendlich lang.

Um dieses etwas besser zu verstehen betrachten wir zunachst die flr uns vertrau-
ten Objekte Strecke, Quadrat und Wirfel.

Bei einer Strecke, die in drei gleiche Teile eingeteilt wird betragt die Lange jeder
einzelnen Strecke ein Drittel der Ursprungslange, logisch.

Teilt man die Seiten eines Quadrats in drei gleiche Teile, so entstehen insgesamt
9 Quadrate, von denen jedes eine Flache hat, die einem Neuntel der Ursprungs-
flache entspricht.

Teilt man die Kanten eines Wirfels in drei gleiche Teile, so entstehen insgesamt
27 Waurfel, von denen jeder ein Volumen hat, das einem Siebenundzwanzigstel des
Ursprungsvolumen entspricht. Wir erhalten folgende Tabelle:
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Objekt Skalierungsfaktor s | Anzahl N | Beziehung
3 3 31-3
3 9 32-9
3 27 33-27

Man erhalt die Beziehung

logN
logs

sD=N,oderD=

wobei D die Dimension des Objektes ist.

Fahrt man dasselbe Verfahren fir die Cantor-Menge und die Schneeflockenkurve
durch, so erhalt man:

Objekt Skalierungsfaktor s | Anzahl N | Beziehung

(Nl 3 2 ¥=2

44# ﬁg? 3 4 3X =4
Bestimmt man jeweils den unbekannten Exponenten x, so erhalt man fur die Can-
tormenge den Wert x = :8%% = 0,631, fir die Schneeflockenkurve x = :g%g =

1,262. Nach obigen Uberlegungen handelt es sich bei diesen Werten um die Di-
mension der Objekte. Man erhalt einen Dimensionsbegriff, bei dem auch nicht-
ganzzahlige Werte zugelassen sind, die fraktale Dimension:

Fraktale Dimension der Cantor-Menge: Dggntor =~ 0, 631
Fraktale Dimension der Kochschen Schneeflockenkurve: koch ~ 1,262

Die bisherigen Uberlegungen passen damit gut zusammen. Die Cantormenge, de-
ren Limesbild aus isolierten Punkten und nicht mehr aus Strecken besteht, hat eine
Dimension zwischen Punkt (D=0) und Strecke (D=1), die Schneeflockenkurve, de-
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ren Lange unendlich ist, hat eine Dimension zwischen Strecke (D=1) und Flache
(D=2).

Ein weiteres bekanntes Fraktal ist das Sierpinski—Dreieclﬂ Es entsteht aus ei-
nem gleichseitigen Dreieck, aus dem man sukzessive Dreiecke entfernt (Abbil-

dung|11.4).

A L L & 4

Abbildung 11.4: Sierpinski-Dreieck.

Beim Sierpinski-Dreieck wird bei einer Verdopplung der linearen Ausdehnung (der
Seitenlange), also einem Skalierungsfaktor von s=2, eine Verdreifachung des Aus-
gangsbildes erreicht, also N=3. damit hat das Sierpinski-Dreieck die faktale Dimen-
sion D = % ~ 1,585. Die Dimension liegt also zwischen der einer Strecke und
der einer Flache.

Anwendungen

Auf den ersten Blick erscheinen Fraktale als ganz hibsch, aber nicht sonderlich
nutzlich. In den letzten Jahren hat es aber eine ganze Reihe von praktischen An-
wendungen gegeben:

+ Die Kustenlange von England hat die Dimension D ~ 1.23.

* Misst man den Stoffwechsel (metabolische Rate) S von Lebewesen und tragt
diesen doppelt-logarithmisch Uber der Kérpermasse M auf, so ergibt sich der
lineare Zusammenhang logS = a - logM + b mit einer Steigung von a ~

TWaclaw Sierpinski (1882-1969)
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0.75. Daraus kann man die Dimension schlieBen, wenn man annimmt, dass
die Masse proportional zum Volumen ist und das Volumen proportional zur
dritten Potenz der linearen Ausdehnung r. Es gilt S ~ M2, also S ~ r3a. Man
erhalt die Dimension D ~ 3 - 0.75 = 2.25.

» Die Dimension der Hirnhaut, d.h. der Hirnoberflache ist D ~ 2.79.

 Die Verastelungen der Bronchien sind nahezu selbstahnlich. Es ergibt sich
eine Dimension von D ~ 2.8. Bei der Dosierung von Medikamenten muss
dies berucksichtigt werden.

11.2 Kastchenzahlmethode

Man erhalt einen Wert fUr die fraktale Dimension auch, indem man die soge-
nannte Kastchenzahlmethode anwendet. Hierzu Uberdeckt man das Fraktal mit
einem Gitter der Maschenweite ¢ Uberdeckt, und die Anzahl N der Gitterzellen be-
stimmt, die das Objekt Gberdeckt. Diese Anzahl wird natlrlich von der Maschen-
weite abhangen. Tragt man das Ergenis fir verschiedene Maschenweiten doppelt
logarithmisch auf, so sieht man, dass ein linearer Zusammenhang zwischen log N
und log % besteht (Abbildung ??). Man kann also eine Gerade bestimmen, so dass

1
IogN=D-Iogg+b
bzw.

N — 10D|Og%+b — 10b lD
15

gilt. Die Steigung D wird als fraktale Dimension definierﬂ.

2Djes ist nur eine Maoglichkeit, eine fraktale Dimension zu definieren. Sie wird Kastchenzahldi-
mension (box counting dimension) genannt. Eine weitere Dimension ist die nach Felix Hausdorff
(1868 bis 1942) benannte Hausdorff-Dimension, die firr die hier betrachteten Fraktale aber diesel-
ben Werte liefert.
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11.3 Das Chaos-Spiel

11.3.1 Cantor Menge

Man kann selbstahnliche Fraktale auch Uber ein Chaos-Spiel erreichen. Es sei die
Strecke AB gegeben. Ein Floh hiipft auf dieser Strecke nach folgenden Regeln
umbher: Er startet bei % und wirft eine Minze. Bei Kopf springt er in Richtung A und
zwar genau 3 der Entfernung bis A, Bei Zahl springt er in Richtung B und zwar
genau 5§ 2 der Entfernung bis B. Diese Regel wird beliebig oft wiederholt. Wahlt man
A=0, B=1 und X1 = 5, erhalt man folgendes Schema:

. 2 1
Kopf: Xneu = Xait — 3 " Xalt = 3 " Xalt
Zahl: Xneu = Xt + 3 “(1=Xa) = 3+ § " Xalt

N

Man erhalt so die Zahlenfolge

2
XO=§

=1 .y,=1.2_2
X1_g )(10_3 32_% 2 _20
X2=3+3 " X1=3+3°9g=27
xq = 1.20_20

3=3 27 < 81

Stellt man diese Folge graphisch dar, so entsteht nach und nach die Cantor-
Menge. Ein Programm hierzu ist in [ angegeben.

Auch interessant: Betrachtet man diese Zahlen im Ternarsystem (Zahldarstellung
zur Basis 3), so stellt man fest, dass die Ziffer 1 nicht vorkommt und dass sich von
Schritt zu Schritt eine Null (bei Kopf) oder eine Zwei (bei Zahl) hinter dem Komma
dazwischenschiebt:

XO=%=2'3_1=Os2TER
x{=5=0-3"14+2.32-0,021g
xp=259=2.3"40-32+2.33 -0,2021¢R
xp=29=0-31+2.324+0-32+2.3%=0,02027¢R
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11.3.2 Sierpinski-Dreieck

Ein Archaologe hat ein dreieckiges Gebiet abgesteckt, in dem er Dino-Knochen
vermutet. Da er keine Ahnung hat wo, fangt er an einem beliebigen Ort im Dreieck
an zu graben. Den nachsten Ort wahlt er aus, indem er zuerst eine Ecke auswahlt
und dann den Mittelpunkt zwischen dieser Ecke und seiner aktuellen Position als
neuen Grabungsort bestimmt. Tragt man die Grabungsorte auf, so entsteht nach
und nach das Sierpinski-Dreieck. Ein Programm hierzu ist in [ angegeben.

11.3.3 Der Farn

Zur Erzeugung des Farns wird ausgehend von einem Startpunkt
(X0, Yg) eine von vier affinen Abbildung ausgewahlt, die auf den Punkt losgelassen
wird. In jedem Schritt wird zuféllig eine der vier Abbildungen ausgewahlt. Um ein
gleichmaBiges Bild zu erhalten, wird eine Abbildung umso haufiger ausgewahlt, je
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groBer ihr Bild (ihre Determinante) ist, das sie erzeugt.

Xneu 3 0,85 0,04 Xalt N 0
Yneu /| \ —0.04 0,85 Yalt 1.6
Xneu _ O, 2 —0, 26 Xalt N 0
Yreu / | 0,23 0,22 Yalt 1,6
Xneu _ -0,15 0,28 Xalt N 0
Yneu ) \ 0,26 0,24 Valt 0,44
Xneu | _ (0 O o Za ), 0

Yneu 0 0,16 Yalt 0

Dieses Verfahren zur Erzeugung selbstahnlicher Abbildungen nennt man iteriertes
Funktionensystem (IFS). Ein Programm hierzu ist in [l angegeben.

11.4 Die Mandelbrot-Menge

Die Mandelbrot-Menge ist nach Benoit B. Mandelbrot (*1924) benannt und wird
manchmal auch als Apfelmannchen bezeichnet. Sie ist eine Teilmenge der kom-
plexen Ebene C. Die komplexe Ebene besteht aus komplexen Zahlen z, die sich
aus einem Realteil a und einem Imaginarteil b zusammensetzen:

z=a+i-b mit i=v—
Der Betrag einer komplexen Zahl betragt |z| = \/a2 + b?
Die Mandelbrot-Menge ist wie folgt definiert:
M = {c € C | (zn) bleibt beschrankt, z,,q1 = zﬁ +C,zg =C}

Praktisch kann man die Beschrankheit bestimmen, indem man fir jeden Punkt der
Ebene nachschaut, ob die Werte der Iteration den Kreis um Null mit dem Radius 2
nach einer bestimmten Zeit verlassen.

Hierzu bestimmt man den Abstand der komplexen Zahl vom Ursprung und Gber-
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prift, ob dieser kleiner als zwei ist: |zn — 0] < 2.

Nach einer bestimmten Zeit bedeutet hierbei, dass man eine Anzahl an lterations-
schritten vorgibt. Bleiben alle Werte der lteration innerhalb des Kreises, so zaht
man den Ausgangspunkt zur Menge. Je gré3er man die Anzahl wahlt, desto ge-
nauer kann man die Menge bestimmen.

Ein Bild der Mandelbrot-Menge ist in Abbildung[11.5]gegeben. Ein Programm hier-
zu findet sich in[ll Die hiibschen Farben, die man auf anderen Bildern haufig sieht
ergeben sich, wenn man die Punkte, fur die die lteration nicht beschrankt ist (weiss
in Abbildung [11.5), je nach Divergenzgeschwindigkeit unterschiedlich einfarbt.

Abbildung 11.5: Mandelbrot-Menge.

Eng verwandt mit der Mandelbrot-Menge sind die Julia-Mengen. Die Julia-Menge
ist nach Gaston M. Julia (1893-1978) benannt. Die Julia-Menge zu einem Punkt ¢
ist eine Teilmenge der komplexen Ebene, die durch

Je = {z € C | (zn) bleibt beschrankt, zpn,1 =22 +¢,zg =z}

definiert ist.

Der Unterschied zur Mandelbrot-Menge besteht darin, dass ein Punkt ¢ vorgege-
ben wird und fir jeden Punkt z der Ebene nachgeschaut wird, ob die lterationsfol-
ge beschrankt bleibt. Man erhalt also fir jedes ¢ eine Julia-Menge. Interessanter-
weise sind die Julia-Mengen, deren c-Werte der Mandelbrot-Menge angehdren,
zusammenhangende Mengen. Die Julia-Mengen, deren c-Werte auBBerhalb der
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Mandelbrot-Menge liegen, bestehen aus isolierten Punkten. Unter diesem Aspekt
kann man die Mandelbrot-Menge als Inhaltsverzeichnis der Julia-Mengen auffas-

sen.

Abbildung 11.6: Julia-Mengen zu den Punkten c=1,28 (links) c= 0,334 - 0,528 i (Mitte) und c=-0,776
+ 0,216 i (rechts).
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Weitere Modellbeispiele
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Kapitel 12 — NPZ-Modell

12 NPZ-Modell

Nahrstoff-Phytoplankton-Zooplankton-Modell

12.1 Modellbeschreibung

In Abschnitt[5.2lhaben wir ein aquatisches Rauber-Beute-Modell mit den Zustands-
variablen Phytoplankton und Zooplankton erstellt. Hierbei sind wir davon ausge-
gangen, dass das Wachstum des Phytoplanktons nur Licht-limitiert ist. In der Rea-
litat hangt das Wachstum des Phytoplanktons aber auch von der Nahrstoffverfugbar-
keit ab. Zur Beschreibung eines aquatischen Systems ist das Modell also zu erwei-

tern. Wir fihren einen Nahrstoff (z.B. Phosphat) als weiter Zustandsvariable ein.
Ein solches Modelle mit den Zustandsvariablen

» N Nahrstoffkonzentration im Wasser, z.B. anorganisches Phosphat
» P Phytoplanktonkonzentration
« Z Zooplanktonkonzentration
heiBt auch NPZ-Modell. Dieses Modell soll z.B. den Jahresgang der 3 GrdfBen

Nahrstoff, Phytoplankton und Zooplankton simulieren und die Messergebnisse in
Abbildung reproduzieren. Zuerst muss man sich tberlegen, in welchen Ein-

Phytoplankton Zooplankton Phosphat
400 ylop 30 P d
. ) 2
® ® 20 2
E E g T
O 200 ) FER Y a
[=)) - [e)) ¥ o 1
I », e 10 b bty =
*....‘ ..... *-..,...‘,: EY % 5-F % %
(—— e 0 0
0 100 200 300 0 100 200 300 0 100 200 300

Zeitin Tagen Zeitin Tagen Zeitin Tagen
Abbildung 12.1: Messdaten der stdlichen Nordsee fir Phosphat, Phytoplankton und Zooplankton.

Es handelt sich um Monatsmittelwerte. Die “Fehlerbalken” der Phosphatdaten zeigen die hohe
Variabilitat innerhalb des Zeitraums.
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heiten die Zustandsgré3en angegeben werden. Wenn man Felddaten zur Verfligung
hat, liegt es natlrlich Nahe, dieselben Einheiten auch im Modell zu verwenden.
Dies verkompliziert das Modell aber haufig. Im NPZ-Modell ist es die einfachste
Méglichkeit alle ZustandsgréBen in derselben Einheit zu wahlen, z.B mmolPm=3 —
falls Phosphat der betrachtete Nahrstoff ist. Das bedeutet aber, dass auch die Phy-
toplankton und Zooplanktonkonzentration in Phosphateinheiten gegeben werden.
Zum Vergleich mit etwaigen Zellzahlen oder Trockenmassen, oder Kohlenstoffkon-
zentration muss dann eine Umrechnung erfolgen.

Wir wahlen als Beispiel den Nahrstoff Phosphat in mmol Pm3. Fur Phyto- und
Zooplankton wahlen wird mgC m™3. Geht man nun stark vereinfachend davon aus,
dass das q=P:C-Verhaltnis eine Konstante ist (Redfield-Verhaltnis: C:N:P=106:16:1
als molares Verhaltnis), so kann man flr Phytoplankton leicht umrechnen:

Phosphatkonzentration = q - Kohlenstoffkonzentration

wobei
B 1 mmol P _ 1 mmol P 191
q_106mmo|C.n1“2ng‘l%_106-12mmoIC (12.1)
ist.

Prozessbeschreibungen

Wir betrachten also ein Modell mit den drei ZustandsgroBen N,P und Z. Die Pro-
zesse zwischen den ZustandsgroBen sind in Abbildung dargestellt und wer-
den im folgenden noch einmal beschrieben. Assimilation: Phytoplankton assimi-
liert unter Nutzung der Lichtenergie Kohlenstoff. Wir nehmen an, dass entspre-
chend des Redfield-Verhaltnisses auch Phosphat aus dem Wasser aufgenommen
wird. Die Assimilation sei daher auch abhangig von der Phosphatkonzentration im
Wasser. Dies ist eine Vereinfachung. In der Realitat sind Kohlenstoff- und Nahr-
stoffaufnahme mehr oder weniger entkoppelt.

Pradation: Ein Teil des Phytoplanktons wird vom Zooplankton gefressen und fiihrt
zum Aufbau der Zooplanktonbiomasse.
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Zufluss

Assimilati Pradati
Nahrstoff ssimiation Phytoplankton radation Zooplankton

[y
I
| Remineralisierung Mortalitat

Abfluss

Abbildung 12.2: Schematische Darstellung des NPZ-Modells

Mortalitat: Ein Teil des Zooplanktons stirbt

Remineralisierung: Der Phosphatanteil der toten Zooplanktonbiomasse wird zu
anorganischem Phosphat remineralisiert. Diesen Prozess vernachlassigen wir hier
zunachst.

Zu- und Abfluss: Wir nehmen an, dass das betrachtete aquatische System einen
Zu- und Abfluss hat. Der Zufluss habe eine feste Phosphatkonzentration.

Die Gleichungen lauten dann:

N = Remineralisierung — Assimilation + Zufluss — Abfluss
P = Assimilation — Pradation (12.2)
Z = Pradation — Mortalitat

Die meisten der Prozesse haben wir schon in Abschnitt[5.2]beschrieben. Es mlssen
nun die Prozesse zur Beschreibung der Nahrstoffdynamik modelliert werden. Aus-
serdem muss die Assimilation nun abhangig von der Nahrstoffverfligbarkeit wer-
den.

Prazisierung der Gleichungen

Assimilation: Kohlenstoff wird mit einer maximalen Rate ra (in d‘1) assimiliert.
Die tatsachliche aktuelle Assimilationsrate hange von der Einstrahlung und der
Nahrstoffkonzentration im Wasser ab. Wir beschreiben daher die Assimilation als
Produkt aus der maximalen Assimilationsrate ra , dem dimensionslosen Faktor e
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(5.7) und einem Séttigungsterm fiir die Aufnahme des Nahrstoffs aus dem Was-
ser mit der Halbséttigungskonstanten N;,. Das Wachstum des Phytoplankton sei
auBerdem weiterhin durch die Kapazitat K begrenzt (logistisches Wachstum):

N P
Assimilation=rg-ef - —— - |[1—-= | - P
ssimilation =r5 - e N+ Ny ( K)
Der diesem Kohlenstofffluss entsprechende Nahrsstofffluss muss in der Gleichung,
die die Anderung des Nahrstoffs beschreibt, berlicksichtigt werden. Hierzu wird der
der Kohlenstofffluss mit dem Faktor q (Gleichung [12.1) multipliziert.

Pradation: Phytoplankton wird durch Zooplankton unter Berlcksichtigung einer
Sattigung (mit der Halbsattigungskonstanten Py) mit der maximalen Rate rp (in
d~1) gefressen:

P

_ ; -3 -1
PPy Z inmgCm™d

Pradation =rp -

Wir nehmen an, dass nur der Anteil n (0 < n < 1) tatsachlich zu Zooplanktonbio-
masse wird.
Mortalitat: Ein Teil des Zooplanktons stirbt durch hier nicht-modellierte Einflisse

Mortaliat =rm - Z inmgC m3 g

Zu- und Abfluss: Wir nehmen an, dass das zuflieBende Flusswasser eine Nahr-
stoffkonzentration N,y (in mmol m=3) hat. Die ZufluBrate r,y (in ) d~! Menge sei als
Anteil des Gesamtvolumens gegeben. Das Gesamtvolumen sei konstant. Damit
erhalt man die Gleichungen:

Zufluss =rzy - Ny in mmolm3d~"

Abfluss =rz, - N in mmol m2d~"
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12.2 Gleichungen

- N P

N=—ra‘eL'N+Nh‘<1—K>‘P‘q+rzu‘Nzu—rzu'N

: N P P

P= .e - A1==1]1-P =rpn- N4

a Ol NN, ( K) P PP,
Z=N-In- .7 — 4
n-rp PP m
12.3 Parameter

Name Bedeutung Wert und Einheit
ra maximale Assimilationsrate 0.44d7"
o maximale Pradationsrate 0.5d7"
'm Sterberate des Zooplanktons 0.05d"
K Kapazitat des Phytoplanktons 400 mgCm=3
Ph Halbsattigungskonstante der Pradation 200 mgC m=3
n Effizienz 0.3
Nk Halbsattigungskonstante Phosphataufnahme 0.5 mmol m=3
N2y Phosphatkonzentration des Zuflusses 1.5 mmolm™3
rzu ZufluBsrate 0.01d™"
Lmax Lichtintensitat, bei der ¢| = 1 250 Wm™2
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Plankton Phosphat
400 23 —
. ——Phyto Model I Do
200 | 3 Zoo Model | | 2t  Data
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Abbildung 12.3: Simulationsergebnisse und Messdaten der stdlichen Nordsee fur Phosphat, Phy-
toplankton und Zooplankton.

12.4 Simulationsergebnisse

Die Simulationsergebnisse in Abbildung[12.3|geben die GréBenordnungen der ge-
messenen Daten wieder. Die Ergebnisse lassen eine typischen Jahresgang erken-
nen. Das Phytoplankton wachst zu frih im Jahr, auBerdem sind die Winterwerte
des Phytoplanktons zu hoch. Das Zooplankton ist im Sommer zu hoch, der Phos-
phatabfall im Frihjahr zu niedrig. Die Nahrstoffdynamik und die damit verbundene
Dynamik des Phytoplanktons kann mit diesem einfachen Modell nicht gut repro-
duziert werden. Es fehlt die entkoppelte Aufnahme von Kohlenstoff und Nahrstof-
fen sowie die Betrachtung weiterer Nahrstoffe wie Stickstoff und Silikat (bei Diato-
meen) und Mikronahrstoffe wie z.B. Eisen. In der vereinfachten Durchflussrate fiir
Nahrstoffe steckt letztlich die gesamte Hydrodynamik inklusive der Eintrage durch
Flisse. An dieser Stelle wirde man in einem realistischen Modell viele weitere
Aspekte, wie Tide und jahreszeitliche Schwankungen bericksichtigen.
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13 Ausbreitung von Borkenkafern

Natdrlicherweise stirbt regelmaBig ein Teil eines Waldes, das ist Teil seiner re-
gularen Erneuerung. Ursachen hierfir sind Waldbrande, Sturmschaden, Trocken-
heit und Schadlingsbefall. Jeder Teil des natirlichen Waldes erneuert sich etwa
alle 30 bis 200 Jahre. Alternder Wald wird gegen die oben genannten Gefahren
immer anfalliger, irgendwann setzt dann das von auf3en induzierte Sterben ein, flr
jeden Standort je nach Anfalligkeit zu einem anderen Zeitpunkt, aber infolge der
oft weiten raumlichen Ausdehnung der Ursachen (z.B. ein besonders trockener
Sommer in Mitteleuropa) an vielen Orten gleichzeitig.

In diesem Kapitel wird ein einfaches Modell einer Walderneuerung konstruiert. Im
ersten Abschnitt wird die Entwicklung der Borkenkaferpopulation isoliert betrach-
tet. Hierzu wird zunachst die Borkenkaferpopulation in einen Wald mit konstanter
Altersstruktur gesetzt. In einem zweiten Schritt wird die Wirkung einer hohen Bor-
kenkaferdichte auf den Wald als ,Verjingung® beschrieben. Die Annahme dabei
ist, dass die alten Baume sterben und Platz fir Sdmlinge machen. Das Modell hat
zwei Zustandsvariable, die Borkenkaferdichte und das Alter des Waldes. Zuletzt
wird das Modell als raumliches Modell auf einer Automatenstruktur betrachtet.

13.1 Borkenkafer-Dynamik

Borkenkafer vermehren sich und werden von Vigeln gefressen oder sterben an
eigenen Krankheiten.

Als erste (und in diesem Abschnitt einzige) Zustandsvariable wird die Borkenkafer-
dichte B betrachtet. Als MaB3einheit fir B wird ,Zahl der Kafer pro Ar‘ verwendet.
Das Modell wird aber nicht an die Wirklichkeit heranreichen, in der diese Zahl
wohl um viele GréBenordnungen schwankt. Die Prozesse, die die Anderung der
Borkenkaferdichte B beschreiben, sind Wachstum und Mortalitat. Beide Prozesse
sind dichteabhangig, und aulBerdem noch abhangig vom Alter A des Waldes. Das
Modell besteht in dieser Entwicklungsstufe aus Gleichung (13.1).

B = Wachstum(B, A) — Mortalitat(B, A) (13.1)
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Flr das Wachstum bietet sich als fast einfachste Moglichkeit eine Art logistischer
Ansatz an, wobei die maximale Wachstumsrate r vom Alter A des Waldes abhangt.
Alte Baume sind anfélliger, deshalb wird r(A) in Ansatz (13.2) mit dem Alter A
steigen.

B
Wachstum =r(A) - B - (1 - K> (13.2)
Hier ist K die Kapazitat der Kafer, eine Wachstumsgrenze, die nie erreicht wird,
da eine zusatzliche Mortalitat (13.3) durch in (13.1) vorgesehen ist. Dieser Term
beschreibt die Dezimierung der Borkenkafer durch Vogelfrass.

82

Mortalitat=s - ———=
B2 + M2

(13.3)

Der Ansatz ist eine sigmoide Kurve. Ohne die Quadrate wére es ein
Monod-Ansatz, also ein Pradationsterm mit Sattigung. Der Sattigungswert s gibt
an, wie viele Borkenkafer pro Tag und Ar maximal von Vogeln gefressen werden.
Die Konstante M gibt an, bei welcher Borkenkaferdichte diese mit der Halfte der
maximalen Intensitat gefressen werden.

Die quadratische Abweichung bewirkt, dass bei sehr niedrigen Dichten die Mor-
talitdt der Borkenkafer sehr klein ist. Die Schadlinge kénnen so von den Végeln
nicht ausgerottet werden. Man kann vermuten, dass die Kafer umso besser ver-
steckt sind, je weniger von ihnen da sind. AuBBerdem konzentrieren Rauber ihre
Wahrnehmung auf den haufigsten Beutetyp und neigen dazu ,seltene Beute zu
ignorieren.

Das Alter des Waldes A wird spater die zweite Zustandsvariable. Hier ist A zunachst
ein konstanter Parameter. Das Alter des Waldes wird auf den Bereich von 0 bis 1
normiert. Damit ist A eine dimensionslose GréBe. Man kann sich etwa vorstellen,
dass mit A = 1 ein Wald aus hundertjahrigen oder alteren Baumen beschrieben
wird. Da das Modell so einfach wie moglich sein soll, wird die Wachstumsrate der
Borkenkéfer proportional zu A angesetzt, (13.4).

r(A) =r-A (13.4)

Die Doppelfunktion des Buchstaben r als Wachstumsfunktion r(A) und als Raten-



Grundlagen mathematischer Modellierung Kapitel 13 — Ausbreitung von Borkenkéfern

konstante r wird keine Schwierigkeiten machen, da im folgenden nur noch letztere
auftritt. Wird (13.2) bis (13.4) in die Systemgleichung (13.1) eingesetzt, ergibt sich

Gleichung (13.5).
: B B2
B=r-A-B-(1—K>—S-BZ+M2 (13.5)

Die Fixpunkte des Systems erhalt man als Schnittpunkte des Wachstumsterms
und des Mortalititsterms (Abbildung[13.1). Je nach Alter des Waldes gibt es zwei,
drei oder vier Schnittpunkte. Die erste ist die triviale Lésung B = 0, die ande-
ren sind die Lésung einer kubische Gleichung. Da der Zusammenhang B*(A) nur

Wachstum und Mortalitat

7x10* — T T x
6x10* -
= L i
S 5¢10*— -
o} L -
5 4
2 ax10* -
<C L =
o 4
o 3x10 [ ]
= L _
S 4
N ox10*— -
< | — Mortalitét |
— Kaferwachstum, Waldalter = 1.0
1><1O4* — Kéaferwachstum, Waldalter = 0.7 |
| — Kaéferwachstum, Waldalter = 0.5 |
o L l L l L l L l L
0 1000 2000 3000 4000 5000

Anzahl Borkenkafer pro Ar

Abbildung 13.1: Vergleich von Wachstum und Mortalitat flir verschiedene Alter A des Waldes. Bei
A = 0.7 haben die Graphen von Mortalitat (blau) und Wachstum vier Schnittpunkte, in den anderen
Féllen zwei, jeweils einschlieBlich des Nullpunktes. Die Schnittpunkte entsprechen den stationaren
Zusténden, sie sind abwechselnd stabil und instabil , wobei der Nullpunkt in jedem Falle instabiler
stationérer Zustand ist.

schwer analytisch berechenbar ist (wer 16st schon gern kubische Gleichungen),
betrachtet man die Umkehrfunktion A (B*) und plotten die Kurve mit vertauschten
Achsen:

s-B*
r-(1-%) - (B2 +M2)

A(B*) = B* >0 (13.6)

In Abbildung ist die Losung fur K = 5000 Kafer pro Ar, M = 500 Kafer pro Ar,

149



13.2. Wald-Dynamik Grundlagen mathematischer Modellierung

r=0.15 pro Tag und s = 100 pro Ar und Tag dargestellt. Es gibt ein breites Intervall
auf der A-Achse, in dem zu jedem Alter drei positive stationare Zustande B*(A)
koexistieren. (Fur gréBere M verkleinert sich das Intervall, fir kleinere M dehnt
es sich bis Uber A = 1 aus). Das Modell kann zu einer sogenannten Hysterese
fihren. Um die Hysterese zu verstehen, drehen wir im Gedanken am Parameter
A. Bei A = 0.4 existiert (neben B* = 0) zunachst nur einen Gleichgewichtswert
mit sehr kleiner Borkenkéaferdichte B*. Bei Erhéhung von A steigt B* nur langsam
an und erreicht bei A ~ 0.75 etwa den Wert B* = 550. Bei noch héherem A
hort dieser Ast von B*(A) auf zu existieren. Das System muss sich einen anderen
stabilen stationaren Zustand suchen. Faktisch bedeutet das, die Borkenkaferdichte
explodiert und pendelt sich auf dem hohen Wert B* =~ 4200 ein. Eine nachfolgende
Erniedrigung von A muss bis unter den Wert von etwa 0.5 flihren, ehe die hohe
Dichte zusammenbricht.

Lage der Fixpunkte B*
5000 T N T N T N T N T

4000~

3000~

2000 - .

1000} .

Abbildung 13.2: Stationare Borkenkaferdichten B* als Funktion des Alters A des Waldes. Im Bereich
0.55 < A < 0.75 koexistieren vier stationare Zustande (einschlieBlich des trivialen Falles B* = 0).
Die Zustande sind abwechselnd instabil (gepunktet) und stabil, beginnend mit B* = 0 instabil.
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Im diesem Abschnitt wird das Alter A des Waldes dynamisch modelliert. Die Hyste-
rese nach Abbildung legt nahe, dass man mit Borkenkaferausbriichen rech-



Grundlagen mathematischer Modellierung Kapitel 13 — Ausbreitung von Borkenkéfern

nen kann, wenn die Parameter entsprechend gewahlt werden. Neben Gleichung
bzw. bendtigt man eine weitere Systemgleichung, mit der das ,Alter
des Waldes" A durch die Prozesse Altern und Verjingung verandert wird. Das Alter
eines Baumes ist eine einfache Sache, aber nicht das Alter des Waldes. Wir wollen
als Systemvariable A ein irgendwie gemitteltes Alter der Baume verstehen, wobei
uns klar ist, dass es nicht dasselbe ist, ob der Wald aus gleich alten 50-jahrigen
oder zur halben Flache aus 10- und 90-jahrigen Baumen besteht. A ist eine inte-
grierte Waldeigenschaft, die wegen ihrer Globalitat nicht leicht messbar ist, aber
ein intuitives Verstandnis ermoglicht. Die Normierung von A auf das Intervall O bis
1 soll beibehalten werden. Das Waldsystem mit B und A wird nun durch
beschrieben:

B = Wachstum(B, A) — Mortalitat(B) (13.7)
A = Altern(A) — Verjlingung(B, A)

Die Spezifizierung der Prozesse Altern und Verjiingung erfordert wie immer das
Erfinden von Formeln. Die Alterungsrate wird als linear angenommen. Je Alter der
Wald desto geringer die Alterungsrate:

Altern(A) =a- (1 -A) (13.8)

Der Wachstumsparameter a wird etwa bei 0.01 pro Jahr liegen, so dass ein Baum
nach ca. hundert Jahren seine volle GroBe erreicht hat. Anders als das Altern
ist die Verjingung biologisch ein schwieriger Prozess. Zuerst sterben die alten
Baume durch Borkenkéferbefall. Im Modell werden Stiirme, Trockenheit, Luftver-
schmutzung und andere Krankheiten nicht bertcksichtigt. Danach wird das Totholz
zersetzt und die entstehenden Liicken im Wald werden durch Samlinge neu besie-
delt. Die Prozessbeschreibung der Verjingung muss eine extreme Zusammenfas-
sung all diese Teilprozesse sein. Die Tatsache, dass A eine integrierte, qualitative
Waldeigenschatt ist, erfordert auch fir diesen Prozess eine integrierte Betrach-
tung. Wir kbnnen annehmen, dass der Prozess der Verjingung im Modell nur bei
hohen Borkenkaferdichten stattfindet, aber dann sehr schnell erfolgt:

3
B
Verjungung(B,A) =b - A- (K) (13.9)
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Durch den Exponent 3 in (13.9) findet bei geringen Borkenkaferdichten B kaum
eine Verjingung statt.

Die Modellgleichungen sind in (13.10) zusammengefasst.

: B B2
B=r-A-B-(1—-_)-s- 13.10
' ( K) > B2 M2 (13.10)
3
. B
A=a-(1=A=b-A-[=
a-( )—b <K>

Mit diesen Gleichungen ist es mdglich, periodische Ausbriiche von Borkenkafer-
plagen zu simulieren (Abbildung|[13.3).

Borkenkaefermodell

Anzahl Borkenkaefer in 1000
Waldalter (normiert)

Anzahl an Borkenkaefern in 1000 pro Ar

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Zeit in Jahren

Abbildung 13.3: Simulation von Borkenkéferausbriichen. Parameter: r = 0.15*365.0 (1/y), K = 5000
(Anzahl/Ar), s = 100*365.0 (Anzahl/(Ar*y)) M = 500 (Anzahl/Ar), a = 0.15 (1/y), b=1.7 (1/y).

Ganz befriedigend ist das in Abbildung [13.3]|dargestellte Simulationsergebnis noch
nicht. Die Dauer der Borkenkaferausbriiche ist recht gro3 gegentber den ,nor-
malen“ Intervallen. Es ware realistischer, wenn die Ausbriiche schneller wieder
vortber waren. Ob das mit diesem einfachen Modell Uberhaupt mdglich ist, kann
nur mit einer Sensitivitatsanalyse herausgefunden werden.
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13.3 Raumliche Ausdehnung des Modells

Mit Hilfe der Struktur der zellularen Automaten kann das Modell erweitert werden.
Hierzu wird der Wald in Quadrate der GroBe 10 m x 10 m (1 Ar2) eingeteilt. Wir
nehmen an, dass jeweils ein Teil der Kafer innerhalb einer Zelle in die benachbar-
ten Zellen (4 Nachbarn) fliegt. Zusatzlich kann man annehmen, dass die Flugbe-
wegung durch eine vorgegebene Windrichtung nicht symmetrisch ist. In jeder Zelle
wird zusatzlich das Modell fir die Borkenkafer und das Alter des Waldes simuliert.

—
tf—
—_—
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I}
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—
e
—_—
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Abbildung 13.4: Raumliche Struktur des Modells mit symmetrischer (rechts) und unsymmetrischer
Kéferbewegung

13.3.1 Bekampfung

Die Bekampfung der Kéfer erfolgt durch das Schlagen von Schneisen. Im Modell
kann man dies simulieren, indem man das Waldalter in einigen benachbarten Spal-
ten zu Beginn jeden Zeitschritts herabsetzt und so das Schlagen alter Baume simu-
liert. Die Startwerte wahlt man so, dass der Wald nur auf einer Seite der Schneise
von Kafern befallen ist.

Man darf bei Betrachtung dieser Modellergebnisse natirlich keinen Moment ver-
gessen, dass sie mit einem sehr einfachen Modell erzielt wurden, das nur einige
prinzipielle Mechanismen erklaren und nicht die Realitat quantitativ widerspiegeln
soll. Seine Parameter sind nicht an die Realitat angepasst und vielleicht nicht ein-
mal anpassbar, da wesentliche Komponenten des nattrlichen Systems im Modell
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Abbildung 13.5: Bewirtschaftete Schneise zur Bekampfung der Kaferplage

nicht erfasst wurden.
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14 Der Wasserstand eines Sees

Angenommen, ihr sitzt nach eurem Bachelorabschluss in einem Umweltplanungs-
biro und erhaltet an eurem ersten Tag einen Anruf eine Gemeindeburgermeisters
aus den Voralpen. Er berichtet, dass es aufgrund des Klimawandels immer mal
wieder zur Wasserknappheit im ortlichen See kommt. Dieser See ist fur die Trink-
wasserversorgung von grof3er Bedeutung und er mdchte wissen, ob ihr helfen
konnt. Nun erwartet er vermutlich kein Modell, sondern Vorhersagen und besten-
falls Handlungsanweisungen. Da ihr nicht wisst, was seitens eures Blros so Ublich
ist und ihr dem Bilrgermeister einen Rickruf eures Chefs angekiindigt habt, macht
ihr euch also den Rest des Tages Gedanken, wie ihr helfen konnt. Viel habt ihr
bisher noch nicht erfahren, aber ihr findet per Suchmaschine ein paar Eckdaten zu
diesem See heraus. Viel wichtiger ist aber zunachst eine Zielfrage. Vor der Vorher-
sage und darauf aufbauenden Handlungsanweisungen, muss zunachst der Status
Quo stehen. Was ihr braucht ist der Wasserstand des Sees im Jahresverlauf. Hier
reicht es aber nicht, dass ihr dazu Messdaten vom értlichen Wasserwerk bekommt.
Ihr misst die Ursache fir die Wasserstandsschwankungen richtig beschreiben.

Die Wasserstandsanderungen sollen dabei von Tag zu Tag berechnet werden. Die
Oberflache des (kreisformigen) Sees betrage bei mittlerem Wasserstand 2 km?.
Seine normale Tiefe betragt 6 m.

Der See hat einen Zufluss und einen Abfluss. Der Zufluss ist in der kalteren, re-
genreichen Zeit hoch, insbesondere gibt es ein Friihjahrshochwasser (nach der
Schneeschmelze). Im Sommer kann es eine Periode ohne Zufluss geben. Der
Abfluss hangt vom Wasserstand ab. Sinkt dieser unter eine Schwelle, versiegt er
ganz.

Durch die temperaturabhangige Oberflachenverdunstung treten im Sommer Was-
serverluste auf.
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Abbildung 14.1: Der Modellsee
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Zufluss zu Abfluss ab
—— | Volumen V

Abbildung 14.2: Schematische Darstellung des Modellsees. Die Pfeile stellen hier materielle Flisse
dar (Wassermengen pro Zeit).

Verbale Beschreibung und Ziel des Modells

Eine verbale Beschreibung des Modells ist dann unerlasslich, wenn man nicht al-
lein am Modell arbeitet, oder wenn der Modellierer einen Auftraggeber hat. Gege-
benenfalls missen Schnittstellen zu anderen Modellen definiert werden. Die ver-
bale Beschreibung ist eine Vorstufe des mathematischen Modells: ein konzeptio-
nelles Modell. Insbesondere ist es wichtig, die Ziele und die Fragen, die mit dem
Modell beantwortet werden sollen, gut zu formulieren. Man modelliert ja nicht ein-
fach ,ein System“, sondern modelliert es fir einen Zweck, der die Art und den
Gultigkeitsbereich des Modells bestimmt.
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14.2 Festlegung der Zustandsvariablen

Dynamische Systeme haben einen zeitabhangigen ,Zustand‘. Der Zustandsraum
ist die Menge aller moglichen Zustande, die das Modellsystem im Prinzip anneh-
men kann. Der aktuelle Zustand des Systems zu einem ausgewahlten Zeitpunkt t
ist ein Punkt im Zustandsraum. Die Zustandsvariablen (auch Systemvariablen oder
prognostische Variablen) beschreiben also die zeitliche Entwicklung des Systems.
Man kann sie meistens nicht direkt angeben, sondern stellt Gleichungen auf, die
die Anderung des Zustands angeben. Hierzu werden die Prozesse bestimmt, die
die Zustandsvariablen andern.

Im Falle des Sees bietet sich auf den ersten Blick als einzige Zustandsvariable der
Wasserstand an. Spater kann als zweite Zustandsvariable die Schadstoffkonzen-
tration hinzukommen. Als ,Wasserstand® W bezeichnen wir die aktuellen Tiefe des
Sees. Es kdnnte aber auch ein Pegelstand sein , der sich durch eine Nullpunktver-
schiebung von der aktuellen Tiefe des Sees unterscheidet.

Zustandsvariablem: Wasserstand W

Unser Ziel ist es nun, den jahreszeitlichen Verlauf des Wasserstands zu ermitteln
- wir suchen W(t).

14.3 Beschreibung der Topographie des Sees

Wir nehmen vereinfachend an, dass der See einen parabelférmigen vertikalen
Querschnitt hat, der See sei also ein Paraboloid.

Pegelnull wird hier vereinfachend als 0 angenommen, der Pegel steht sozusagen
im Scheitelpunkt des Sees. Im allgemeinen ist "absolut” Null nicht dasselbe wie

'Der Name W fiir die Zustandsvariable ist willkiirlich (W wie Wasserstand). T fiir Tiefe geht nicht,
weil T meistens fir die Temperatur benutzt wird, und P fiir Pegel kollidiert mit dem in aquatischen
Okosystemmodellen iiblichen P fiir Phytoplankton. Derartige Entscheidungen haben oft langanhal-
tende Auswirkungen.
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Pegelnull.

=
z

Wasserstand W

Radius R

Abbildung 14.3: Schematische Darstellung des Modellsees mit parabelférmigen Querschnitt. Wy
gibt den Normwasserstand an. Bei diesem Wasserstand hat der See den Radius Ry also die Flache
Fn = 7R2. Der rote Punkt markiert die Héhe des Abflusses.

Mit dem Wasserstand verknipft ist die Seeoberflache F, die zur Bestimmung der
Verdunstung bendtigt wird. Wir brauchen also die Seeoberflache F als Funktion
des Wasserstandes W.

Zuerst betrachten wir die Flache als Funktion des Radius:

F(R) = 7R2 (14.1)

Wir nehmen an, dass ein Referenz-Wasserstand Wy und Fy die zugehorige Flache
(z.B. aus Satellitendaten) bekannt sind
W(Fn) = Wy und Fy = 7R& (14.2)
Man kann nun den Wasserstand W als Funktion des Radius R mit dem Ansatz
W(R) = a - R?
beschreiben. Die Konstante a ergibt sich aus der Referenzbeziehung[14.2]

WN Wy
WRN)=a-RG=Wy = a=—=r_1,
(Rn) N N Rﬁ WFN

so dass

W(R):M«F@:M-F:W(F)
R2 F
N N
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Man erhalt die Flache in Abhangigkeit des Wasserstands durch Auflésen nach F:

W

(14.3)

Die Flache F ist also proportional zur Tiefe W.

14.4 Festlegung der Prozesse

Die Prozesse sind die Vorgange, die die Zustandsvariablen andern. Der Wasser-
stand W wird durch die Prozesse Zufluss, Abfluss und Verdunstung geandert:

Prozesse: Zufluss zZu
Abfluss ab
Verdunstung vd

Alle drei GréBen haben die Dimension Volumen pro Zeiteinheit, also z.B. die Ein-
heit m3d~! (Kubikmeter pro Tag). Es ist wichtig, sich immer tiber Dimension und
Einheiten aller auftretender GréBen im Klaren zu sein und bei jedem Term, bei je-
der Gleichung sofort die Einheiten auf Konsistenz zu Uberprifen! Das ist ein wichti-
ges Hilfsmittel, um Fehler beim Aufstellen der Gleichungen friihzeitig aufzusplren.

Die Modellgleichungen verbinden die Zustandsvariablen mit den Prozessen in Form
von ,dynamischen® Gleichungen, das sind Gleichungen, die die Anderungen der
Zustandsvariablen beschreiben. In der Regel sind das Differentialgleichungen oder
Differenzengleichungen. Die Prozesse andern den Wasserstand, indem sie das
Volumen andern:

Volumenanderung = Zufluss - Abfluss - Verdunstung

In unserem Modell soll die Zeit in Tagesschritten At fortschreiten (Differenzenglei-
chungsmodell):
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AV = (zu—ab—-vd) - At (14.4)

Die Multiplikation mit At auf der rechten Seite ist wichtig: Zum einen werden die
Prozesse mit Dimension Volumen pro Zeit durch die Multiplikation mit einer Zeit in
Volumen verwandelt, wie es die linke Seite erfordert. Zum anderen erkennt man ei-
ne ,Linearitat’: Die Volumenanderung ist proportional zur Lange des Zeitschrittes.
Genau hierin besteht der Approximationscharakter der Differenzengleichung, denn
offensichtlich ist diese Linearitat nur fir kleine Zeitschritte At akzeptabel, namlich
solange sich zu, ab und vd in At nur unwesentlich &ndern. In Abbildung ist
die dynamische Gleichung in Form eines Diagramms dargestellt.

Sprachlich unscharf und sogar falsch ware die Ausdrucksweise: ,Das Volumen
hangt von Zufluss, Abfluss und Verdunstung ab“. Richtig ist aber: ,Das Volumen
wird durch Zufluss, Abfluss und Verdunstung geandert‘. Das Volumen V ist kei-
nesfalls eine ,Funktion® von zu, ab und vd. Dann misste sich namlich aus den au-
genblicklichen Werten von zu, ab und vd auf das augenblickliche Volumen schlie-
Ben lassen, was nicht der Fall ist. Man sieht es schon daran, dass das Volumen
unterschiedlich sein kann, wenn z.B. alle drei Fliisse verschwinden. Nicht V selbst
sondern die zeitliche Anderung des Volumens ist eine ,Funktion* der Prozesse!

Als Zustandsvariable hatten wir aber den Wasserstand W und nicht das Volumen

gewahlt!
Abbildung 14.4: Im Zeitintervall At, zB.in . [ AW  AV=FAW
einem Tag, andert sich das Volumen um i

AV = (zu—ab-vd) - At. Bei gegebe-
ner Oberflaiche F des Sees sind Vo-
lumenanderung und Wasserstandsande-
rung durch AV = F - AW verkniipft. Damit

ergibt sich Gleichung

Der Zusammenhang zwischen V und W Uber die Oberflache F ist anndhernd (dis-
kret) durch

AV =F - AW
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gegeben.

Damit Iasst sich Gleichung entsprechend umschreiben:
AW= %(zu —ab—vd) - At (14.5)

Dies ist die gesuchte Modellgleichung. Die Prozesse zu, ab und vd mlssen jetzt
noch prazisiert werden.

Bemerkung: Der integrale Zusammenhang zwischen V und W Uber die Oberflache F ist
durch
V(W) = [ F(w) dw gegeben. Er hat die differentielle Form V = §f; - 4V = F - W.

0

14.5 Festlegung der Randbedingungen und Antriebe (Forcing)

Bei einem ,System* muss man immer klar trennen, was dazu gehdért und was als
extern anzusehen ist. Die Umgebung beeinflusst die Entwicklung des Modellsy-
stems, aber — und das ist eine Folge der (kinstlichen) Modellabgrenzung — das
Modellsystem kann das ,Externe” nicht andern, auch wenn es ,in Wirklichkeit* ei-
ne Rickwirkung Uber die Systemgrenzen hinaus gibt. Soll diese modelliert werden,
sind die Systemgrenzen weiter zu fassen. Die externen Bedingungen, die flr den
Fortgang der internen Entwicklung wesentlich sind, werden ,Antriebskrafte” ge-
nannt (,driving forces*). Bei Okosystemen sind wichtige Antriebskrafte Licht, Tem-
peratur und Niederschlag. Sie andern sich mit der Jahreszeit und der Tageszeit.
Aber auch andere ,Randbedingungen“ gehoren zu den Antriebskraften. Das sind
z.B. Konzentrationen von Stoffen auerhalb der raumlichen Systemgrenzen, wenn
sie diese durch Transportprozesse Uberschreiten und dadurch im System die Zu-
standsvariablen andern.

Als Forcing werden also alle Grof3en bezeichnet, die das System von ,auf3en” be-
einflussen. Im Falle des Sees sind das die Niederschlage, die den Zufluss bestim-
men, und die Temperatur, die die Verdunstung reguliert. Beide andern sich mit
der Jahreszeit. Der Abfluss hangt im Gegensatz zum Zufluss vom Systemzustand
(Wasserstand) selbst ab. Die Verdunstung ist neben der Temperatur-Abhangigkeit
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proportional zur Oberflache. In der Realitat wirkt ein gro3er See durch Verdun-
stung auf das Regionalklima und somit auf Wolken, Niederschlag, Zufluss, Luft-
feuchtigkeit und Verdunstung zurlick. Durch Festlegung der Systemgrenzen wird
diese Rickwirkung im Modell aber gerade ausgeschlossen.

14.5.1 Niederschlag resp. Zufluss

Der Niederschlag bestimmt letztlich den Zufluss. Will man aus Niederschlagswer-
ten, die meistens in mmd™" angegeben werden, den Zufluss bestimmen, muss
man das Einzugsgebiet des Sees kennen und die Zeitverzdgerung, mit der der Nie-
derschlag tatsachlich im See ankommt. Statt des Niederschlags geben wir daher
vereinfachend den Zufluss selbst als Antrieb vor. Der Zufluss andert sich natirlich
von Tag zu Tag, haufig bekommt man als Daten aber nur monatliche Mittelwerte.
Diese mussen dann in Tageswerte umgerechnet werden. Um ein Modell zu testen,
nimmt man auch sogenannte klimatologische Daten (Mittel Gber 30 Jahre). Diese
Daten werden dann bei der Simulation von Jahr zu Jahr wiederholt. Spater kann
man diese Daten dann durch die aktuellen Werte ersetzen.

Zufluss
150000

125000 — —
100000 — —

o 75000 —
€ |

50000} -
25000~|
IEEEE N 111
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1
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Abbildung 14.5: Monatsmittelwerte des Zuflusses.

Die Dimension der ZufluBdaten vz, ist Volumen pro Zeit. In Abb. abb:see:2 sind
die Daten in der Einheit m3 d~1 angegeben.
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14.5.2 Temperatur

Fir die Temperatur geben wir die mittlere, jahrliche Temperatur T, die Amplitude
der Temperaturschwankung T4 und den kaltesten Tag tx im Jahr vor und bestim-
men die Temperaturkurve wie in Abschnitt[2.1] Spater kann man auch diese Daten
durch reale Daten ersetzen.

t—1x
T =T —Ts - 2 14.6
1) =Tm-Ta COS( 7T360d> (14.6)

301

Temperatur: Jahresgang

Abbildung 14.6: Temperaturverlauf im Jahresgang in °C . Kéltester Tag: 1. Marz.

14.6 Prozessbeschreibungen

14.6.1 Zufluss

Der Zufluss ist direkt durch die Daten gegeben (Abbildung [14.5). Modelltechnisch
muss man sicherstellen, dass der Zufluss am Ende eines Monats auf den Wert
des Folgemonats springt. Man muss also zu einem gegebenen Tag t den Monat
m ausrechnen. Da wir von einer Monatslange von 30 Tagen ausgehen, ist dies
recht einfach. Bei realistischer Betrachtung miisste man die unterschiedlichen Mo-
natslangen sowie Schaltjahre bertcksichtigen. Hier kann man es einfach durch die
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Modulo-Funktion 16sen?:

y
= |—=((t—1 1
30 (( ) mod 360) +

m
Der Zufluss betragt somit einfach

ZU = Vzy (M) (14.7)

wobei vz, der mittlere monatliche Zufluss ist. Der Zufluss hangt nicht von der Zu-
standsvariablen W ab.

14.6.2 Abfluss
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Wenn der Wasserstand unter die Abflusshohe sinkt, versiegt der Abfluss. Je hoher
der Wasserstand ist, desto schneller flieBt das Wasser ab. Nach dem Gesetz von
Toricelli ist die Abflussgeschwindigkeit proportional zur Wurzel aus der Hohe der
Wassersaule Uber dem Abfluss. Man kann folgenden einfachen Ansatz wahlen:

ab (W) = Fap - \/max(0,2g - (W —Wp)) - seCqay (14.8)

wobei g die Gravitationskonstante (9.81 ms™2), Fap (in m?2) eine Proportiona-
litatskonstante, die von der Querschnittsflache des Abflusses abhangt, ist und
S€Cqay = 86400 (in sd™1) die Anzahl Sekunden in einem Tag angibt. Letztere

GroBe stellt sicher, dass der Abfluss die Einheit m3 d~1 hat.

In der Realitat spielen viele weitere Faktoren, wie die Beschaffenheit des Abflus-
ses, die Viskositat des Wasser, Turbulenzen etc., eine Rolle. Die Messung von
Abfluss- bzw. Durchflussraten ist messtechnisch nicht einfach, daher wird man nur
selten hochaufgeloste Daten flr einen gewlnschten Zeitraum finden.

2Hier ist ((t—1) mod 360) der Rest bei der Division der Zeit t-1 (in Tagen) durch 360, und [..]
symbolisiert das Abrunden auf die nédchste ganze Zahl (GauBB-Klammer). Der Tag t = 400 liegt also
im Februar des zweiten Jahres.
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14.6.3 Verdunstung

Die Verdunstung vd ist proportional zur aktuellen Oberflache F des Sees und hangt
somit vom aktuellem Wasserstand W ab. Sie steigt mit der Temperatur an und
hangt in der Realitat auBerdem vom Wind und von der Luftfeuchtigkeit ab. Wir
ignorieren diese zusatzlichen Abhangigkeiten.

Wir nehmen an, dass die Abnahme des Wasserstands durch Verdunstung bei
20°C bekannt ist. Diese Verdunstungskonstante vdog hat die Dimension Lange pro
Zeit. Verdunstung wird meistens in mm angeben, so dass vdsg die Einheit mm d-
hat. Um nun von der Verdunstungskonstante auf das Verdunstungsvolumen zu
kommen, muss diese mit der aktuellen Seeoberflache multipliziert werden. Damit
ist vdmmsyq - F das Volumen, das bei 20°C pro Tag verdunstet. Diese GroBe hat
bisher allerdings die Einheit mmm?2d~" und muss daher noch durch 1000 geteilt
werden.

Um nun die Temperaturabhangigkeit zu berlcksichtigen, bendtigen wir eine (di-
mensionslose) Funktion der Temperatur, die gerade bei 20°C den Wert 1 annimmt
und die Verdunstung physikalisch beschreibt. Durch Multiplikation mit dieser Funk-
tion, nennen wir sie e, erhalten wir die gesuchte Prozessbeschreibung fir die
Verdunstung

vd (t, W) = vdag - F (W) - e1 - 1072 (14.9)

Man beachte, dass et von der Temperatur abhangt und diese wiederum von der
Zeit. Es fehlt nun noch die Prazisierung von et. Dies ist nicht einfach, da die Ver-
dunstung von vielen Faktoren, wie z.B. der Temperatur der Luft, der Luftfeuch-
tigkeit, Wind- und Wellengang abhangt. Es fehlt nun noch die Prazisierung von
eT. Dies ist nicht einfach, da die Verdunstung von vielen Faktoren, wie zB. dem
Dampfdruck abhangt. Vereinfachend gehen wir von einem exponentiellen Zusam-
menhang aus, indem wir annehmen, dass sich die Verdunstung bei einer Tempe-
raturerh6hung um T, 4 gerade verdoppelt:

T-20°C
er=2 v (14.10)
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So ist eT dimensionslos und nimmt bei 20°C den Wert 1 an. Hinter diesem An-
satz steckt ein wichtiges Prinzip, das man beim Aufstellen mathematischer Model-
le beachten sollte: Die Formeln werden so strukturiert, dass dimensionsbehaftete
GrofBen durch dimensionslose Faktoren modifiziert werden. So kann man die Mo-
difikation ggf. anpassen, wenn man neue Erkenntnisse gewonnen hat, ohne dass
man sich ein weiteres Mal Gedanken um die Einheiten machen muss.

14.7 Bestimmung der Parameterwerte
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Den Modellparametern, missen Werte zugeordnet werden. Viele Werte kann man
aus der Literatur, oder annahernd aus Lehrbichern und durch Expertenbefragung
gewinnen. Einige Parameterwerte muss man schatzen, da sie nicht bekannt sind.
Diesen ,Schatzen* von Parameterwerten, nennt man ,educated guessing“. Es han-
delt sich nicht um ein blindes Herumraten, sondern um die Umsetzung des Sy-
stemverstandnisses, das sich auf den bisherigen Schritten und durch Literaturstu-
dium eingestellt hat. Regelmanig ist ein Teil der Parameter in den Modellgleichun-
gen erst durch Aufstellung der Gleichungen definiert worden. Fir diese Parameter
kénnen vorab keine Werte durch Messungen bestimmt worden sein! Durch die
Modellierung liegt nun eine theoretische Vorstellung des Systems vor, die es er-
laubt, Experimente zu planen, mit denen diese neuen Parameter gemessen wer-
den konnten. Zunachst aber muss man diese Werte schatzen.

In Tabelle sind alle GréBen, die den See beschreiben, Parameter und Antriebe
mit Werten, Einheiten und Bedeutung zusammengefasst.
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Kapitel 14 — Der Wasserstand eines Sees

Symbole | Einheiten | Werte Erklarung
Konstanten
g mm-ms™2 | 9.81 Gravitationskonstante
SeCgay sd™! 86400 Sekunden eines Tages
Seegeometrie
Wn m 6 Normpegel
FN m?2 2.1068 Seeoberflache bei Normpegel
Wp m 2 Lage des Abfluss
Dynamische Parameter
Fab m? 0.04 LAbflussquerschnitt"
vdog mm-d~' | 4.0 Verdunstung bei 20°C
Tvdg °C 5.0 Verdopplung der Verdunstung
Antriebskrafte
Vau 108m3 - d~' | 40 20 140 60 | Monatsmittel des Zuflusses
201000020 | (Jan - Dez)
50 40
Tm °C 15 Mittlere Jahrestemperatur
Ta °C 12 Temperaturamplitude
tk d 60 Kaltester Tag (1.3.)

Tabelle 14.1: Zusammenfassung der Seegréf3en, Parameter und Antriebe mit Einheiten, Werten

und Bedeutung

14.8 Prifung des Modells auf Konsistenz

Der See hat bei dem Wasserstand Wy = 6 m eine Oberfldche von Fy = 2km? .
Bei kreisrunder Seeflache und parabelférmigen Tiefenprofil ergibt das ein

Normseevolumen = 6 - 108 m3
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Der Zufluss ist durch Daten vorgegeben. Er betragt im Jahr
12

Jahrlicher Zufluss = 30 - 3~ vzy(m) = 12 10° m3
m=1

Dies bedeutet, dass der Zufluss das Zweifache des Normseevolumens betragt.

Bei Normpegel betragt der Abfluss nach Gl.

ab (Wy) = Fap - /20 - (Wy —Wa) - SeCgay ~ 3~ 10*m3d™"
Dies ergibt ein jahrliches Abflussvolumen von
Jahrlicher Abfluss = 11 - 105 m3,

was in etwa dem Zufluss entspricht.

Die Verdunstung konzentriert sich auf die vier Sommermonate, in denen die Tem-
peraturen um 25°C erreicht werden, also mit in etwa vdyg - 2 ~ 2mmd™" erfolgt.
In vier Monaten (120 d) ergibt dies bei Normflaeche eine

jahrliche Verdunstung = 0.5 - 108 m3.

Die Verdunstung ist also deutlich geringer als Zu- und Abfluss.

Zufluss, Abfluss und Verdunstung werden sich Gber das Jahr betrachtet nicht ganz
ausgleichen. Die GréBenordnungen aller drei Flisse erscheinen aber einigerma-
Ben plausibel. Damit sind die gewahlten Parameter eine verninftige Basis fur erste
Simulationen.

14.9 Programmierung, Simulation, Sensitivitatsuntersuchung
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Nachdem die drei Prozesse durch Gleichungen prazisiert wurden, Iasst sich das
Modell als Ganzes durch Zusammenfassung der Gleichungen darstellen. Dies ist
die mathematische Formulierung des Modells, das ,Entwicklungsgesetz®, da es
den Zustand zur Zeit t + At aus dem Zustand zur Zeit t zu berechnen erlaubt. Aus
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gegebenen “alten* Werten werden ,neue” berechnet, und das wird iterativ wieder-
holt:

Schematisch sieht das wie folgt aus (Pseudocode):

W(l) =5.0 Wasserstand zur Zeit 0
dt =1.0 Modellzeitschritt

Schleife ueber die Zeitschritte i

t = ixdt

F =

T =...

m =

zu = ...

ab =...

vd =...

Delta W = (zu-ab-vd)/F
W(i+l) = W(i)+Delta_ Wxdt

Ende der Schleife

Bei einer Iteration muss also ein lterationsanfang® vorgegeben werden. Zu Be-
ginn muss fir einen Anfangszeitpunkt ty der zugehorige Wasserstand W vorge-
geben werden. Dann beginnt die lteration (Schleife): Fir gegebene Werte t und
W(t) werden zuerst die HilfsgroBen Flache F und Temperatur T und Monat m be-
rechnet. Diese HilfsgroBen werden fur die Berechnung der Prozesse zu, ab und
vd benétigt. Zum Schluss wird mit ihnen die Anderung des Wasserstandes AW
und der neue Wasserstand W (t + At) = W + AW bestimmt. Die Zeit schreitet um
At fort. Nach dem Durchlaufen kann diese Abfolge mit den ,neuen* Werten t und
W erneut gestartet und immer wiederholt werden, bis ein Endzeitpunkt erreicht ist.
Der lterationsanfang bei tyg mit dem Startwert WH(tg) = Wy legt so die Iteration
fest.

Man kann davon ausgehen, dass die Modellresultate der ersten Versuche nicht
das gewilinschte Ergebnis zeigen. Nun kommt es darauf an, herauszufinden, wor-
an das liegt. Ist es ein Programmierfehler, ein Fehler in den Parameterabschatzun-
gen oder ein Denkfehler beim Aufstellen der Modellgleichungen? Wenn es sich um
Programmierfehler handelt, so erfordert es Geduld, Ubersicht und detektivische
Kleinarbeit, sie in einem langeren Code aufzuspiiren. Fehlersuche ist anspruchs-
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voll und wird durch Erfahrung erleichtert.

In Abbildung sind die Simulationsergebnisse flr verschiedene Startwerte (tg, Hp)
(Zeit und Wasserstand) dargestellt.

Pegel avd = 0.01

8t — W0=3
— W0=5
=6} | wo=7
Sal
(O}
o
2k
0 L L L L L L L L L L L ]
Q N VO O 0O 0O O 0O 0O 0O O N N

Zeit (Tage)

Abbildung 14.7: Wasserstand des Sees im Jahresgang. Unterschiedliche Anfangspegel ,vergisst’
das System nach wenigen Monaten. Es stellt sich bei periodischen Antrieben (klimatologisches
Jahr) nach einiger Zeit eine periodische Lésung ein.

Man gewinnt aus Abbildung eine wesentliche Erkenntnis: Das System ,ver-
gisst* den Anfangswert nach einiger Zeit, hier bald nach dem ersten Hochwasser.
Solche Systeme nennt man ,dissipativ‘. Nach einiger Zeit stellt sich in jedem Fall
die gleiche periodische Losung ein, da die Antriebe (Temperatur und Zufluss) von
Jahr zu Jahr wiederholt werden (klimatologische Mittelwerte). Es gibt offenbar ei-
ne ausgezeichnete periodische Losung, die zum Anfangswert Wy = W(1080d) ~
2.9 m gehort, und zu der alle anderen Lésungen hinstreben.

In Abbildung sind die Simulationsergebnisse flr das dritte Simulationsjahr
und die zugehdrigen Flisse dargestellt. Man erkennt sofort den Einfluss des Zu-
fluss auf den Wasserstand. Im August und September sind Zufluss und Abfluss
zeitweilig auf Null. Die Verdunstung spielt kaum eine Rolle.

Wenn das Modell befriedigend lauft, kann man durch Parametervariation untersu-
chen, wie sensitiv das Modell reagiert. Durch Sensitivitatsanalysen sind die Pa-
rameter zu identifizieren, die das Simulationsergebnis empfindlich beeinflussen.
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Pegel 3. Jahr avd = 0.01
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Abbildung 14.8: Oben: Wasserstand des Sees des 3. Jahres. Die schwarze Linie markiert die Hohe
der Abflussschwelle. Unten: Zufluss, Abfluss und Verdunstung des 3. Jahres.

Gerade bei geschatzten Parametern ist dies wichtig, um ein Gefluhl dafir zu be-
kommen, wie "wichtig” ein unsicherer Parameter ist. Insbesondere mdchte man
wissen in welchem Bereich sich die Parameterwerte bewegen, die zu sinnvollen
Ergebnissen fuhren. Ein Verstandnis in die Plausibilitat des Modells erhalt man
auch dadurch, dass man die Grenzen des Modells auslotet.

14.10 Modellverbesserung

Spatestens an dieser Stelle erweist sich der Modellierungsprozess als Iterations-
schleife. Man muss wieder und wieder die Modellgleichungen in Frage stellen
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(nicht nur den Code oder die Parameterwerte) und die Implementierung Uber-
prifen. Eventuell missen sogar die Ziele des Modells und dessen Gltigkeitsbe-
reich hinterfragt werden. Der Vergleich zwischen Simulation und Messdaten wird
zur Verbesserung des Modells herangezogen.

14.11 Anwendungen des Modells, Dokumentation der Ergebnisse

Wenn das Modell vertrauenswiirdig ,Jauft‘, kann man es in verschiedenen Anwen-
dungen nutzen, um weitere Einsichten in das System zu erhalten. Man kann Sze-
narien aller Art berechnen, und insbesondere das Modell unter Bedingungen lau-
fen lassen, die man dem realen System nicht zumuten darf. Die Dokumentation
des Modells und die Publikation der Ergebnisse sind unabdingbar.
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14.12 Erweiterung: Einleitung eines Schadstoffs in den See

Es wird angenommen, dass ein Schadstoff in den See eingeleitet wird. Schadstof-
fe werden im allgemeinen in Konzentrationen (Masse pro Volumen) angegeben.
Daher ist es nun sinnvoll statt des Wasserstandes das Volumen des Sees als Zu-
standsvariable zu betrachten. Der Wasserstand kann dann davon ableitet werden.

Gleichung

- F(W)

(zu—ab—vd) - At
geht unter Berlcksichtigung der Beziehung AV = F - AW (ber in
AV = (zu—ab—vd) - At

Weiterhin werden wir das Modell als DGL-Modell betrachten, um im folgenden
Instabilitdten durch zu schnelle Anderungen zu vermeiden:

V =zu—ab-vd (14.11)

Das Modell wird nun um eine Zustandsvariable erweitert. Neben dem Wasservo-
lumen V wird die Konzentration C oder die Menge M eines Schadstoffs im See
berlcksichtigt. Man kann C oder M als zweite Zustandsvariable wahlen. Da im
allgemeinen die Menge des eingeleiteten Schadstoffs eher messbar ist und das
Volumen Uber die Zeit veranderlich ist, ist es sinnvoll die Masse als Zustandsvaria-
ble zu wahlen und die aktuelle Konzentration aus aktueller Masse und aktuellem
Volumen abzuleiten (C = %). Far die Schadstoffmenge M muss also eine Modell-
gleichung aufgestellt werden. Die Schadstoffmenge andert sich durch die Prozes-
se Einleitung ein und Ausstrom aus. Die Einleitung soll vom Seeufer erfolgen und
unabhangig vom Wasserzufluss in den See sein (z.B. ein Industrieabwasser als
eingeleitete Menge pro Tag). Die Einleitung sei also eine Funktion der Zeit. Der
Schadstoffausstrom hangt vom Wasserabfluss und der aktuellen Schadstoffkon-
zentration C ab:

aus=ab-C
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14.12.1
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Wir nehmen weiter an, dass der Zufluss in den See schadstofffrei ist und auch
keine Schadstoffverdunstung oder Ausfallung stattfindet.

Die Modellgleichungen erhalten somit die Form|14.12

V=zu—ab-vd (14.12)

M = ein—aus

Wenn die Konzentration C statt der Menge M verwendet werden soll, so ergibt sich
wegen M =V-CundM=V-C+V-Cdas zu[14.12|aquivalente System|[14.13

V =zu-—ab-vd (14.13)

C=—(ein—C-zu+C-vd)

<|=

Die Gleichungen zeigen, dass die Menge des Schadstoffs durch den Abfluss ab-
nimmt, dass der Abfluss aber die Konzentration nicht beeinflusst. Umgekehrt wird
die Menge durch Zufluss und Verdunstung nicht geandert, wahrend die Konzen-
tration durch Zufluss abnimmt (Verdiinnung) und durch Verdunstung zunimmt (Ein-
dickung). Wenn bei Trockenfall des Sees das Volumen V verschwindet, steigt die
Konzentration C Uber alle Grenzen (nicht aber die Menge M).

Unter der Annahme, dass zu Simulationsbeginn der See nicht verschmutzt ist und
pro Tag 10g des Schadstoffs eingeleitet werden, ergibt sich der in Abbildung
dargestellte Verlauf.

Vermeidung hoher Schadstoffkonzentrationen

Die Einleitung ein(t) des Schadstoffs kann als Antrieb betrachtet werden, solange
sie nicht direkt vom Wasserstand W oder von der Konzentration C im See abhangt.
Die Einleitung kann optimiert werden, wenn wir unser Wissen Uber das System
nutzen. Es konnte sinnvoll sein, die Einleitung auf die niederschlagsreichen Mo-
nate November bis April zu beschranken und daflr zu verdoppeln oder auf einen
kurzen Zeitraum vor dem Hochwasser zu konzentrieren. In der Simulation werden
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Abbildung 14.9: Schadstoffeinleitung in einen See. Simulation Uber 3 Jahre. Oben Pegelstand,
unten Schadstoffkonzentration bei einer Einleitung von 10 g pro Tag.

drei Szenarien verglichen.

1. konstante Einleitung von 10g pro Tag
2. Einleitung von 40 g pro Tag von Juni bis August
3. Einleitung von 30 g pro Tag von Dezember bis Marz

Die Gesamtmenge der Einleitung bleibt so erhalten.

Das Ergebnis der Simulationen ist in Abbildung dargestellt, wobei fir alle
drei Szenarien der See anfangs nicht verunreinigt ist. Es zeigt sich, dass man die
Konzentrationsspitzen im Sommer deutlich vermindern kann, wenn die Einleitung
auf die Wintermonate konzentriert wird. Der starke Konzentrationsanstieg erfolgt
im Sommer immer, auch wenn in dieser Zeit gar keine Einleitung stattfindet. Das
ist die Folge der Verdunstung des Wassers, bei der der Schadstoff zurlckbleibt.
Im Winter nimmt die Konzentration ab, auch wenn eingeleitet wird, weil sich das
Volumen durch Wasserzufluss schnell vergroBBert. Der Ausstrom hangt vom Was-
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serabfluss ab. Es dauert etwa flinf Jahre bis sich die periodische Losung einstellt.

Schadstoffeinleitung
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Abbildung 14.10: Schadstoffeinleitung in einen See. Die gleiche Menge eines Schadstoffs wird
auf 12 Monate verteilt (schwarz), oder auf 3 Sommermonate (griin) bzw. 4 Wintermonate (rot)
konzentriert. Die mittlere Einleitung betragt jeweils 10 g pro Tag.

14.12.2 Bakterieller Abbau

Findet im See ein bakterieller Abbau des Schadstoffs statt, so verringert dieser die
Schadstoffmenge:

V =zu—ab-vd (14.14)

M = ein — aus — abbau

Wir nehmen an, dass der Abbau temperaturabhangig und proportional zur aktuel-
len Schadstoffmenge ist. Ist r die bakterielle Abbaurate (in d~') bei 10°C und er
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der Temperaturfaktor nach Gleichung|14.10{so kann man denn Abbau durch
abbau=r-et-M

beschreiben. Die Ergebnisse der Simulation sind in Abbildung (14.11| dargestellt.

%1073 Schadstoffkonzentration

T
——ohne bakteriellen Abbau
—— mit bakteriellem Abbau

0
0 90 180 270 360 450 540 630 720 810 900 990 1080
Zeit (Tage)

Abbildung 14.11: Schadstoffeinleitung von 10g pro Tag in einen See. Dargestellt ist die Entwicklung
der Konzentration im See ohne (schwarz) und mit (rot) bakteriellem Abbau von 5% der aktuellen
Schadstoffmenge im See pro Tag.

Man sieht deutlich die Wirkung des bakteriellen Abbaus.

Wenn es sich bei dem betrachteten Schadstoff um einen Nahrstoff handelt, wird
die Bakterienzahl mit zunehmender Nahrstoffverfligbarkeit zunehmen. Dies wird
hier nur implizit berlicksichtigt, da der bakterielle Abbau als proportional zur Schad-
stoffmenge angenommen wird. Auch steigt der bakterielle Abbau bei zunehmender
Temperatur starker an, so dass der Temperaturfaktor besser nach der van’'t Hoff-
schen Regel [Sommer2005] bestimmt wird. Noch besser ware, die Bakterien als
weitere dynamische GroéBe (Zustandsvariable) zu betrachten und ihr Wachstum
von der Nahrstoffkonzentration abhangig machen.
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15 Modell zum Alkoholabbau

Nach einer Idee von Wolfgang Ebenhoh

Ein Mensch (Versuchsperson, 70 kg Kdrpergewicht) trinkt in zwei Stunden eine
Flasche Wein (Literflasche) und geht danach schlafen. Wir konstruieren ein einfa-
ches Modell mit zwei hintereinandergeschalteten Teilsystemen mit jeweils Zufluss
und Abfluss:

Trinken Aufnahme Abbau
Magen/Darm Blut/Korperfliissigkeit

Der Alkohol gelangt zunachst in den Magen-Darm-Trakt, von dort wird er resor-
biert und im Blut und der gesamten Korperflissigkeit verteilt. Die Leber baut ihn
langsam ab. Das Modellsystem hat zwei Zustandsvariable (beide in g Alkohol):

M Menge Alkohol im Magen-Darm-Trakt

B Menge Alkohol im Blut und in der Kérperflissigkeit

Die Zeitentwicklung dieser Zustandsvariablen wird durch Differentialgleichungen
(den Modellgleichungen, top level) beschrieben:

z.
Il

Trinken - Aufnahme

w-
Il

Aufnahme -Abbau

Die drei Prozesse werden einzeln diskutiert. Die drei Fllisse haben die Einheiten
Gramm pro Stunde (g/h) .

Trinken:
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Wein enthalt etwa 10% Alkohol, was 100 g Alkohol entspricht (Dies gilt fr 10
Grammprozent, meistens ist jedoch auf den Flaschen Volumenprozent angege-
ben!!). Die Versuchsperson nimmt also 100 g Alkohol in 2 Stunden (T = 2h) auf
und trinkt danach nichts mehr. Der Prozess Trinken ist also zeitabhangig, aber in
diesem Rahmen nicht zustandsabhangig:

1 0<5t<8T

Trinken(t) = A-0(t)  mit (1) == { 0 t>T

Die Funktion 4(t) ist dimensionsloﬂ

Werden in 2 Stunden 100 g Alkohol aufgenommen, so betragt die Aufnahmerate
A = 50g/h.

Aufnahme:

Der Alkohol geht relativ schnell in Blut und Korperflussigkeit tber. Nach einer hal-
ben Stunde sei die Halfte des Alkohols im Blut (Halbwertszeit Ty = 0.5h). Wir
nehmen an, dass die Resorption ein EinbahnstraBenprozess ist. Dann hangt der
Fluss von M nach B nur von der Menge M ab:

Aufnahme(M) =r-M
Die Aufnahmerate r betragt dann r = 'Q—Hz

Abbau:

Der Abbau des Alkohols durch die Leber ist ein komplexer Prozess. Wir machen
den Ansatz, dass die Abbaurate Uber eine Monod-Funktion von der Alkohol- Kon-
zentration C (in %o) im Blut abhangt. Die Michaeliskonstante K ist niedrig, das
bedeutet, dass auch bei kleinen Konzentrationen die Leber nahezu auf Volllast

TIn MatLab Kann man 4(t) durch die logische Variable (t < T) beschreiben, ihr Wert ist 1, wenn
die Bedingung erflillt ist und 0 sonst.
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arbeitet.

C
Abbau(C) = p——
au(C) MC+ K
Die Konzentration C gewinnen wir aus der Menge B im Korper, indem wir sie durch
die Menge KorperflUssigkeit teilen. Diese betragt in etwa 2/3 des Korpergewichts
G (in kg). Genauer gilt: der Anteil g der Korperflissigkeit ist bei Mannern ca. 70%
, bei Frauen 60 %.

Der Quotient

_B
- 6

hat somit die Einheit g/kg=1/1000, was Promille entspricht.

Es mussen noch die Parameter ;. (maximale Abbaurate in g/h) und K (Michaelis-
konstante in %o) geschatzt werden. Wenn es etwa 10 h dauert, bis die Versuchs-
person wieder vollkommen nlchtern ist, muss die Leber 10 g Alkohol pro Stunde
abbauen. Eine merkliche Verlangsamung dieser Rate soll erst bei sehr niedrigen
Blutalkoholwerten eintreten, also wird K kaum Gber 0.1% liegen. Wir nehmen also
an, dass p = 10g/h und K = 0.1% gilt.

Man erhalt also folgendes System:

B
B = r-M—y BqG
—+K
aG
T=2h Ty = 0.5h 1 = 10g/h
K=0.1%0 r=In2t, G=70kg g~ 0.6(w)resp.0.7(m)

Die beiden Gleichungen sind in dem Sinne entkoppelt, dass die erste von beiden
allein geldst und das Ergebnis flr die Lésung der zweiten Gleichung verwendet
werden kann. Streng genommen handel es sich bei der ersten nicht um eine DGL,
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da der erste Term einen Knick verursacht und somit die Differenzierbarkeit an die-
ser Stelle nicht gegeben ist. Die meisten Lésungsverfahren verschmerzen dies.

Man kann das System aber auch gleich als Differenzengleichungssystem behan-

— Blutalkoholkonzentration

deln, muss dann aber einen Zeitschritt von ca. 0.1 h zugrunde legen.

80
2.0
,’, N — Alkoholmenge im Magen
! N --- Alkoholmenge im Blut
I \
I
60 — ! N
/ \ 15—
1 \
I \
! \
! \
£ ' N
€ | \ 2
40— : \ E10l
S ! N o
! AN o
\
I \
; N
! N\
20/ \ 0.5
1 \
1’ \\\
! N\
(’ \\
II \\\
\ \ \ [ >~ ] 0.0 | | | |
6 8 10 12 14 ) 3 6 9 12 15
Stunden seit Trinkbeginn

OOI ‘2 4
Stunden seit Trinkbeginn
Abbildung 15.1: Zeitliche Entwicklung der Alkoholmengen in Magen-Darm-Trakt und in der Kérper-

flussigkeit (links) und der Entwicklung des Promillegehalts im Blut (rechts) nach einer Zufuhr von

100 g Alkohol Uber einen Zeitraum von zwei Stunden.
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16 Masern-Modell

Masern sind hochansteckende fieberhafte, exanthemische Viruserkrankungen, die
nur beim Menschen vorkommen. Schwere Krankheitsverlaufe mit Komplikationen
in Form von Pneumonien, Mittelohrentziindungen, Bronchitiden sowie der lebens-
bedrohenden akuten postinfektiosen Enzephalitis (0,1 % aller Erkrankungsfalle)
sind moglich. Darlber hinaus kommt es bei etwa 1 pro 100.000 Erkrankungen zum
Auftreten der sog. subakuten sklerosierenden Panenzephalitis (SSPE), die immer
zum Tod fuhrt. Masernerkrankungen kénnen durch eine Impfung effektiv verhindert
werden. Die Eliminierung der Masern bis zum Jahr 2010 war ein erklartes Gesund-
heitsziel der WHO. Um dies zu erreichen, sollten 95 % der Bevolkerung durch Imp-
fung bereits im Kindesalter geschiitzt sein (s. a. RKI, Epid. Bull. 10/2004). Dieses
Ziel wurde bisher nicht erreicht. Im September 2010 haben sich die Mitgliedstaa-
ten in der Europaischen Region der WHO durch eine Resolution des Regional-
komitees fiir die Eliminierung der Masern und Roteln das neue Zieldatum 2015
gesetzt. Masern sind weltweit verbreitet. Aufgrund der hohen Infektiositat treten
Masern meist als Kinderkrankheit auf und hinterlassen eine lebenslange Immu-
nitat. Masern werden durch Tropfcheninfektion Ubertragen, also z.B. durch Husten,
Niesen oder Sprechen. Die Inkubationszeit betragt zwischen ca. 9 und 14 Tagen.
Weltweit sind die Masern mit jahrlich 31 Millionen Erkrankungen und 614.000 To-
desfallen (2002) weiterhin eine Hauptursache fir Todesfalle im Kindesalter, die
durch Impfung vermeidbar waren (Quelle: RKI).

Epidemiologisch gesehen ist die Bevolkerungsdichte ein wesentlicher Parameter
fir den Verlauf der Epidemie (siehe Spektrum der Wissenschaft, 1984. Insulare
Epidemien). Die Ansteckungsrate variiert im Laufe des Jahres, sie ist z.B wahrend
der Schulferien geringer.

Um die Auswirkung der Bevdlkerungsdichte zu bericksichtigen, muss im klassi-
schen Epidemiemodell die Ansteckungsrate B modifiziert werden. Des weiteren
wird eine Zu- und Abwanderung von Teilen der Bevolkerung berlcksichtigt.
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Das Modell
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Es wird angenommen, dass die BevOlkerungsgrof3e N konstant ist. Es findet ei-
ne Migration statt, wobei pro Tag i - N gesunde Personen pro Quadratkilometer
einwandern und dieselbe Personenzahl das Gebiet verlasst. Die auswanderenden
Personen setzen sich anteilig aus Gesunden, infizierten und immunen zusammen.
Es wird im Modell nicht zwischen infizierten und erkrankten Personen unterschie-
den. Erkrankte Personen werden mit einer Gesundungsrate ~ immun.

S = u-N-B-S—4x-S
| = B-S—v-l—p-I
R = v-l—=pu-R

Zustandsvariablen:

S: Dichte der Suszeptiblen in Einwohner/km?
I: Dichte der Infizierten in Einwohner/km?
R: Dichte der Immunen in Einwohner/km?

Parameter:

N: Bevélkerungsdichte in Einwohner/km?

w: Zuwanderungsrate in in 1/Tag

B: Infektionsrate in 1/Tag

~: Gesundungssrate von infiziert nach immun in 1/Tag

Geht man wie im klassischen Epidemiemodell von einer konstanten Populations-
gréBe N aus, so betragt die Infektionsrate B:

|
B=p.k-—
Y

Hierbei ist p das Ansteckungsrisiko bei einem fatalen Kontakt und k die Anzahl der
Kontakte einer anfalligen Person in einem Zeitintervall.
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Bei hoher Bevolkerungsdichte (z.B. in Gro3stadten) ist die Zahl der Kontakte pro
Zeiteinheit groBer als bei niedriger Bevolkerungsdichte (z.B. auf dem Land). Da
Masern Uber Tropfcheninfektion Gbetragen werden, kann man sich vor einer Infek-
tion nicht wirklich schiitzen, so dass die Infektionsrate bei hoher Dichte zunehmen
wird.

Die Kontaktzahl k soll also abhangig von der Bevdlkerungsdichte N sein. Ist kg die
Anzahl der Kontakte bei einer Bevolkerungsdichte Ng, so ist folgende Annahme
sinnvoll:

Dann erhalt man die Infektionsrate B:

ko-N | Ko
B=p. 90 . _p.0
PNy NTPN,

-

Die Infektionsrate ist also letztlich nicht mehr abhangig von der Bevolkerungsdich-
te. Diese geht im Modell aber dadurch ein, dass bei hoher Dichte pro Zeiteinheit
mehr Suszeptible einwandern.

Die Anzahl der Kontakte hangt auch von der Jahreszeit ab. Wahrend der Sommer-
monate, wenn Schulferien sind, ist die Zahl der Kontakte geringer. Hierzu modi-
fiziert man kg so, dass es im Sommer niedriger als im Winter ist. Dies kann z.B.
Kosinuskurve geschehen:

Ko(t) = ko - ex(t)

mit

1+¢c 1-c¢ (27rt>
T2 "o 365

Der Parameter ¢ € [0, 1] gibt an, auf wie viel Prozent des urspringlichen Wert kg
im Sommer absinkt.
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Simulationsergebnis

Die Simulationsverlaufe in Abbildung wurden mit folgender Parametrisierung
berechnet:

N = 200, 500, 900 Bevdlkerungsdichte in Einwohner/km?

= 0.001 Migrationsrate in 1/Tag

p =0.05 Ansteckungsrate in 1/Tag

v = 0.1 Gesundungsrate in 1/Tag

ko=5 Kontaktzahl bei der Bevolkerungsdichte Ng

No =200 Referenzbevélkerungsdichte in Einwohner/km?
(0)=1.0 anfangliche Infiziertendichte in Einwohner/km?
R(0)=0.8-N anfangliche Immunendichte in Einwohner/km?

(
S(0) = N—R(0)-1(0) anfangliche Suszeptiblendichte in Einwohner/km?2

Das Model beschreibt ausschlie3lich die Abhangigkeit der Infiziertenzahlen von
der Kontaktzahl. In einem realistischeren Modell muss zusatzlich der Impfstatus
der Bevdlkerung berlcksichtigt werden.
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Infiziertenanteil in %

Infiziertenanteil in %

Konstante Kontaktzahl

pro km®
pro km®
pro km®

— 200 Einw.
6— e 500 Einw.
f; ---- 900 Einw.
I
4
2 3
|

5 10 15
Zeit in Jahren

Sinusférmige Kontaktzahl (¢c=0.7)

»
I

N

N

Zeit in Jahren

Abbildung 16.1: Simulationsergebnisse fiir die Masernepidemie mit konstanter Kontaktzahl (oben)
und sinusfoérmiger Kontaktzahl mit einem Minimum im Sommer (c=0.7, unten).
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17 Covid-19 Ausbreitung in Deutschland

Stand 14.10.2020

In diesem Kapitel wird ein erweitertes SIR-Modell (vgl. Kapitel [{0), das eine Modi-
fikation und Erweiterung des SIR-Modells von [Kermack& McKendrick 1927] dar-
stellt, vorgestellt, das die Fallzahlen von Covid-19 in Deutschland reproduzieren
soll. Dieses Modell ist in der Lockdown-Phase im Marz-Juni 2020 entstanden, als
erst langsam Erkenntnisse zu dieser neuen Virusinfektion bekannt wurden. Covid-
19 ist eine durch das Corona-Virus SARS-CoV-2 hervorgerufene Infektionskrank-
heit, die bis Stand Oktober 2020 nicht heilbar ist und gegen die es auch keinen
Impfstoff gibt. Die Erkrankung verldauft in vielen Fallen harmlos bis symptomfrei, in
einigen endet sie auch tddlich. Insbesondere altere Menschen mit Vorerkrankun-
gen sind gefahrdet. Im vorliegenden Modell soll nun versucht werden mit einfach-
sten Mitteln die Fallzahlen zu reproduzieren. Daher werden weder eine Altersstruk-
tur noch geographische Besonderheiten beriicksichtigt. Die Bevolkerungszahl wird
zudem als konstant angenommen (N).

Um dieses Ziel zu erreichen, muss man berlcksichtigen, dass die gemeldeten
Infiziertenzahlen nur einen (unbekannten) Bruchteil der tatsachlichen Fallzahlen
darstellen. Deshalb wird eine zusatzlich Zustandsvariable, die Anzahl der nicht
gemeldeten Infizierten U eingefihrt. Im Gegensatz dazu ist nun | die Anzahl der
gemeldeten Falle.

Das Modell beschreibt die zeitliche Entwicklung der Anzahl der anfalligen Perso-
nen (S, suszeptible), der Infizierten, aber nicht infektidsen Personen (E, exposed)
und der Anzahl der gemeldeten und nicht gemeldeten Infizierten (I, reported infec-
tious ) (U, unreported infectious). Dartber hinaus werden Personen im Kranken-
haus (H, hospitalized) berlcksichtigt, die das Virus nicht weitergeben. Es werden
keine Personen modelliert, die gesundet sind, da bisher die Fallzahlen so gering
sind (Stand Juli 2020), dass keine Herdenimmunitat und Sattigungseffekte auftre-
ten.

Die Unterteilung in Infizierte (E) und Infektiése (I und U) ist notwendig, um die
zeitliche Verzdégerung zwischen Infektion und Infektiositat zu bertcksichtigen. Die
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Unterscheidung zwischen gemeldeten (1) und unentdeckten (U) Infizierten ist not-
wendig, um den tatséchlichen Epidemieverlauf abzubilden. Es wird davon ausge-
gangen, dass erkannte Infizierte nicht mehr zur Epidemie beitragen. Die Zahl der
Neuinfektionen ist daher proportional zur Zahl der unentdeckten Infizierten und es

gilt

S=-b-S-UN

Es wird davon ausgegangen, dass Personen, deren Infektion nicht erkannt wur-
de (U) nach einer Dauer D, Tagen komplikationslos gesunden bzw. in Quarantéane
gehen. Epidemiologisch kommt es hier nicht darauf an, dass die Personen ge-
sunden (recover), sondern dass sie nicht mehr zum weiteren Infektionsgesche-
hen beitragen. Dasselbe gilt fir dokumentierte Falle (I). Vereinfachend wird davon
ausgegangen, dass sie im Mittel nach D, Tagen gesunden oder in Quarantéane
gehen. Zusatzlich wird ein Teil der Falle aufgrund der Schwere des Krankheits-
verlaufs ins Krankenhaus eingewiesen. Es wird von einer Hospitalisierungsrate h
(in 1/Tag) ausgegangen. Die Dauer der Hospitalisierung hangt vom Verlauf und
der Schwere der Erkrankung ab und soll im Mittel ca. Dy, Tage betragen. Hospi-
talisierte streben mit einer Mortalitatsrate m. Die Mortalitatsrate bezieht sich hier
also auf hospitalisierte Personen und nicht auf die Gesamtbevodlkerung. Das Model
ist in Abbildung [T7.1] dargestellt. Interessanterweise werden in Epidemiemodellen
haufig keine Erkrankten modelliert. Dies liegt daran, dass eine Erkrankung an sich
im allgemeinen kein Problem darstellt. Wichtig ist vielmehr die Infektiositat, die das
Epidemiegeschehen mafgeblich beeinflusst. Bei Covid-19 werden alle erkannten
Infizierten unter Quarantane gestellt, so dass auch nur die unerkannten Falle zum
Infektionsgeschehen beitragen. Bei einer hohen Anzahl Infizierter kommt es dann
letztlich auf die Zahl der verbleibenden Suszeptiblen an. Das ist hier noch nicht
relevant.
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Abbildung 17.1: Diagramm. Anféllige (S) werden mit der Ubertragungsrate b (1/Tag) latent infiziert
(E). Nach der Latenzzeit von im Mittel D¢ Tagen, werden Personen infektids. Der Teil r wird gemeldet
(), der Rest bleibt unerkannt (U) und erholt sich nach im Mittel D, Tagen. Die Hospitalisierungsrate
betragt h (1/Tag). Die mittlere Aufenthaltsdauer betragt Dy, Tage. Hospitalisierte sterben mit einer
Mortalitatsrate m (1/Tag). Die Kompartimente R(recovered) und D (death) werden nicht explizit

modelliert.
S=-b-S-UN susceptible (17.1)
E=b-S-UN-E/Dg exposed
| =r-E/Deg—1/Dy=h-1 reported infectious
U=(1-r)-E/De—U/Dy unreported infectious
H=h 1-H/Dp-m-H hospitalized

Der Unterschied zum bekannten SIR-Modell besteht darin, dass durch die Beriick-
sichtigung einer Latenzzeit die nicht-infektidsen Infizierten berlcksichtigt werden.
Dies ist strukturell im Model wirksam, da es eine Verzogerung des Epidemiever-
laufs nach sich zieht. Die Unterteilung in gemeldete und nicht gemeldete Falle ist
von Bedeutung, wenn die Modellergebnisse mit realen Fallzahlen verglichen wer-
den sollen, um z.B. eine Vorhersage fir die kommenden Monate zu erstellen. Fir
das Modell an sich ist dies unerheblich und konnte auch mit einer verringerten
Transmissionsrate und einer auf die Gesamtinfiziertenzahl bezogenen Hospitali-
sierungsrate erreicht werden.
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Name Wert Einheit Bedeutung

N 83 Mio. Populationsgré3e Deutschland

lo 16 Anzahl gemeldeter Falle am 24.02.2020
Ug 10.0 Vielfaches von Iy nicht gemeldet

r 0.1 Anteil gemeldet

h 0.01 1/d Hospitalisierungsrate in 1/d

b 1.0 1/d Transmissionsrate in 1/d

fm 0.025 Reduktionsfaktor von b ab dem 22.3.2020
fa 0.07 Reduktionsfaktor von b nach den Massnahmen
d 120 d Tage nach dem 11.5.2020 bis f5 erreicht
De 5.5 d mittlere Dauer der Latenzzeit

Dy 23.0 d Zeit bis zur Gesundung

Dp 10 d mittlere Verweildauer in der Klinik

m 0.045 1/d Mortalitatsrate

Tabelle 17.1: Parameter und Anfangswerte des Covid-19-Modells

Zusatzlich wird berticksichtigt, dass vom 22. Marz 2020 bis 11. Mai 2020 strenge
MaBnahmen wie z.B eine Kontaktsperre verhangt wurden. In diesem Zeitraum wird
die Transmissionsrate b mit dem Faktor fy, < 1 multipliziert. AnschlieBend wird ein
linearer Anstieg bis zum f3-fachen von b innerhalb von d Tagen angenommen.

Die Parametrisierung des Modells wurden teilweise grob aus den Angaben von
[Heiden 2020] geschatzt und teilweise automatisch angepasst (hier nicht weiter
erlautert). Alle Parameterwerte sind in Tabelle [T7]angegeben.

Die Simulationsergebnisse sind zusammen mit den Daten der Johns Hopkins Uni-
versitat (JCSSE 2020]) in Abbildung aufgetragen. Man sieht, dass die Fall-
zahlen anfanglich exponentiell ansteigen. Das Abflachen der realen Zahlen vor
Beginn der MaBnahmen am 22. Marz beruht vermutlich auf einer bereits einset-
zenden Verringerung der Transmissionsrate. Die Bevolkerung hat bereits vor den
gesetzlichen vorgeschriebenen MafBBnahmen ihre Kontakte und die Ansteckungs-
wahrscheinlichkeit durch HygienemaBnahmen verringert. So verkleinert sich die
Transmissionsrate, was hier im Modell nicht abgebildet ist. Die Zahl der Todesfalle
schwankt in der Realitat recht stark (Abbildung rechts). Dies ist u.a. eine
Folge der Meldeverzdgerung. Krankenhduser, Pflegeeinrichtungen und Gesund-
heitsamter melden in der Regel nicht am Wochenende, so dass die Daten mei-
stens einen 7-Tage-Zyklus aufweisen, den das Modell nicht abbilden kann. Man
vergleicht daher auch besser die sogenannten laufenden Mittelwerte (running
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mean, moving mean) der Daten und der Simulationsergebnisse, um die Kurven

zu glatten. Hierbei werden zu jedem Tag die Daten der letzten 7 Tage gemittelt und
als Wert des aktuellen Tages aufgetragen. Dies ist in Abbildung dargestellt.
Das Modell kann den generellen Verlauf der sogenannten ersten Welle und den
Beginn der zweiten Welle abbilden. Die Todesfallzahlen der ersten Welle werden
unterschatzt, spater Uberschatzt. Dies liegt vermutlich daran, dass das Modell die
Optimierung der Behandlung nicht und die Altersverteilung der Erkrankten nicht
abbildet. Die Unterschatzung der zweiten Welle kann noch nicht abschlieBend dis-
kutiert werden.
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Abbildung 17.2: Simulationsergebnisse (schwarz) verglichen mit Daten (rot) von [CSSE 2020] bis
zum 14. Oktober 2020. Gemeldete Covid-19 Falle (links) und Todesfalle (rechts) fliir Deutschland.

12000

10000

8000 f

6000

4000

2000

Gemeldete Fille (7-day RM)

100 200 300
Tagin 2020

400 f

200

Todesfille (7-day RM)

— Simulation
Daten
$
4
N
100 200 300
Tagin 2020

Abbildung 17.3: Darstellung als 7-Tage laufende Mittelwerte. Simulationsergebnisse (schwarz) ver-
glichen mit Daten (rot) von [CSSE 2020] bis zum 14. Oktober 2020. Gemeldete Covid-19 Falle
(links) und Todesfalle (rechts) fir Deutschland.
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18 HIV-Modell

Bei der Krankeit AIDS (aquired immunodeficiency syndrome) handelt es sich um
eine Virusinfektion mit dem Lentivirus HIV. Die Zielzellen des HIV-Virus sind die T-
Helferzellen des Immunsystems, die die Ablaufe der Immunantwort steuern. Bricht
AIDS aus, so ist die gesamte Immunantwort auf jedwede Erreger gestort, der Pa-
tient erkrankt auch an sonst harmlosen Erregern (sogenannte opportunistische
Infektionen). Letztlich fihrt der Zusammenbruch des Immunsystems und die damit
verbundenen Erkrankungen inklusive Krebs zum Tod. AIDS ist bisher nicht heilbar.
Es qgibt bisher auch keinen Impfstoff, da der Erreger sehr wandlungsfahig ist. Be-
handlungsmaoglichkeiten bestehen mit Kombinationstherapien, die die Ausbreitung
von HIV im Korper verlangsamen. Die Krankheit wird ausschlieBlich durch den
Austausch von Kérperfliissigkeiten tibertragen. Die haufigsten Ubertragungswege
sind ungeschiitzter Geschlechtsverkehr und die Nutzung kontaminierter Spritzen
bei Drogenabhangigen. AIDS ist durch eine sehr lange und variable Inkubations-
zeit gekennzeichnet.

Die epidemiologisch wichtigen Kennzeichen der HIV-Infektion sind

lange Inkubationszeit mit groBBer Varianz

* hohe Mortalitat (ohne Behandlung)

relativ hohe Krankheitspenetranz

Ubertragung durch Blutkontakt

Aufgrund der langen Inkubationszeit ist eine Ubertragung des klassischen Epide-
miemodells nur eingeschrankt moglich, das dort zwischen Infizierten und erkrank-
ten nicht unterschieden wird. Des weiteren geht das klassische Modell davon aus,
dass die Kontakte in der Bevolkerung, die zur Infektion fihren, homogen verteilt
sind. Dies ist bei einer Infektion durch Blutkontakt sicher nicht der Fall. Insbeson-
dere kann sich jede Person aktiv vor einer Infektion schitzen.
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Beim klassischen Epidemiemodell

Il
vs)
G
.

ist die Ansteckungsrate B durch

I

B=p-k-—
PN

gegeben, wobei p das Infektionsrisiko, k die Anzahl der Kontakte pro Zeiteinheit

und ﬁ der Anteil der Infizierten an der Gesamtbevodlkerung darstellt.

Bei AIDS muss nun R als die Anzahl der erkrankten Personen interpretiert werden,
da es zu keiner Gesundung oder Immunitat kommt. Man kann vereinfachend da-
von ausgehen, dass Erkrankte keinerlei Kontakte pflegen, die zur Infektion fihren
kdnnen. Damit gilt bei AIDS

|
I+S

B=p-k- (18.1)

Die Lésungskurven fur dieses modifizierte Modell sind in Abbildung gegeben.
Man sieht, dass letztlich die Bevdlkerung ausstirbt, was nach heutigem Kenntnis-
stand unrealistisch ist. Die Ursache hierflr liegt darin, dass seitens der Bevélke-

T+

Io

Abbildung 18.1: Die Modifikation des
klassischen Modells nach Gleichung
fihrt zum Aussterben der Population.

rung keine Reaktion auf die bisherigen Fallzahlen stattfindet und dass keine Satti-
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gungseffekte auftreten, da die Bevolkerung bezogen auf ihr Kontaktverhalten als
homogen angenommen wird. Da man sich vor einer Infektion aktiv schitzen kann,
wird bei zunehmender Krankenzahl die Bevdlkerung reagieren. Dies kann auf ver-
schiedene weisen passieren. Es kann einerseits die Zahl der Kontakte reduziert
werden oder auch das Ansteckungsrisiko bei einem Kontakt verringert werden. Zu
letzterem z&hlt die Verwendung von Kondomen und Verwendung steriler Spritzen
durch IV-Drogenabhangige.

Um diesen Aspekten Rechnung zu tragen wird der Ansatz der homogen agieren-
den Bevélkerung aufgegeben und die Reaktion der Bevolkerung auf die Fallzahlen
berlcksichtigt.

Die Bevolkerungsstruktur

Im Modell werden die Personen einer fiktiven Bevolkerung betrachtet, die zwischen
ca. 15-65 Jahre alt sind. Diese Personen werden in n Gruppen eingeteilt, die durch
die mittlere Anzahl potentiell gefahrlicher Kontakte pro Jahr gekennzeichnet ist.
Hierbei wird angenommen, dass die Personen der i-ten Gruppe (i = 1...n) im
Mittel 2~1— Kontakte pro Jahr haben. Somit hat die erste Gruppe keine potentiell
gefahrlichen Kontakte.

Des weiteren wird eine feste ,Geburtenrate, und ,Sterberate® angenommen. Es
wird angenommen, dass es sich bei den ,Geburten® um nichtinfizierte Personen
handelt. Die Bevolkerungsgrof3e beleibt so Uber die Zeit konstant (wenn man die
Todesfalle durch AIDS weiterhin als Krankheitsfalle zahlt).

Es wird angenommen, dass pro Zeiteinheit ein Teil der Bevolkerung das Verhalten
andert und in eine benachbarte Gruppe ,wandert* Dies Wanderung is so angelegt,
dass ohne HIV-infizierte die Gruppengréfen konstant bleiben (Flie3gleichgewicht).
Als Anfangsverteilung wird eine Binominalverteilung angenommen.
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Die Neuinfektionen

Die Anzahl der Neuinfektionen hangt von der aktuellen Nichtinfiziertenzahl S, In-
fiziertenzahl | (ohne Erkrankte), der Kontakizahl k und dem Ansteckungsrisiko p
ab.

Far die Ansteckungsrate B; in der i-ten Gruppe gilt:

n
i=1

Bi=p - k=—"—+
! IZjn=1 Ij"'Sj

(18.2)

Der Bruch gibt die Anzahl aller fatalen Kontakte bezogen auf die Anzahl samtlicher
Kontakte an. Die Zahl der Neuinfizierten I,,¢ j in der i-ten Gruppe ergibt sich aus
der Anzahl der Nichtinfizierten in der i-ten Gruppe und der Ansteckungsrate:

Ineu,i = Bi ’ Si (18-3)

Die Neuerkrankungen
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Aufgrund der langen Inkubationszeit bei AIDS kann nicht von einer konstanten
Konvertierungsrate von infiziert nach krank ausgegangen werden. Es kommt zu
einem sogenannten transienten Effekt. Man kann davon ausgehen, dass die In-
kubationszeit in etwa Gauf3-verteilt ist. Zu Beginn der Epidemie erkranken daher
zuerst die Personen mit unterdurchschnittlich langer Inkubationszeit. Erst im Laufe
der Zeit normalisiert sich die mittlere Inkubationszeit hin zum Erwartungswert der
Verteilung. Dadurch bedingt erkranken anfangs Gberdurchschnittlich viele Perso-
nen. Die folgende Abnahme der Erkrankungszahlen geht aber nicht auf ein Abklin-
gen der Epidemie zurlick, sondern ist eine logische Folge des transienten Effekts
(Abbildung[18.2). Um diesem Verlauf seit Beginn der Epidemie gerecht zu werden,
wird die Dauer der Infektion berlcksichtigt. Ist v die Wahrscheinlichkeitsdichte fur
die Inkubationszeit, so erhalt man die Zahl der Neuerkrankten der i-ten Gruppe
Rneu,i durch (muss far das Modell noch diskretisiert werden):

t
Rneui() = [ Ineu,(5) - v(t=s) s (18.4)
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Abbildung 18.2: Qualitativer Verlauf der
Infiziertenzahlen (schwarz). Aufgrund des
transienten Effekts wird die Epidemie
anfangs Uberschatzt (gestrichelt). Die
tatséchliche Verringerung der Neuerkran-
kungen wird falschlicherweise als Abklin-
gen der Epidemie interpretiert (gepunk-
Zeit tet).

Infiziertenzahl

Reaktion der Bevélkerung

Die Modellbevdlkerung reagiert auf zwei verschiedene Weisen auf den Verlauf der
Epidemie:

1. Veranderung der Kontaktzahl
2. Veranderung der Ansteckungswahrscheinlichkeit

Im ersten Fall wird angenommen, dass bei zunehmendem Bewusstsein fir die Ge-
fahr ein Teil der Bevolkerung die Anzahl ungeschitzter Kontakte verringert. Es fin-
det eine ,Wanderung® in eine Gruppe mit geringerer Kontaktzahl statt. Im zweiten
Fall wird angenommen, dass das Ansteckungsrisiko pro Kontakt verringert wird.

Die Reaktion erfolgt jeweils aufgrund der aktuellen Neuerkrankungszahlen und
dem bisherigen Gesamtverlauf der Epidemie.

Simulationsergebnisse

Die Simulationsergebnisse Abbildung [18.3| zeigen, dass die Berlicksichtigung der
Reaktion auf die Fallzahlen zu wesentlich realistischeren Ergebnissen fuhrt. An
den Simulationsergebnissen ab Ende der Neunzigerjahre erkennt man, dass es
weitere Faktoren geben muss, die den Epidemieverlauf mafBgeblich beeinflussen.
Aufgrund der langen Inkubationszeit muss die Ursache fir den veranderten Epi-
demieverlauf viele Jahre zurlickliegen. Betrachtet man speziell die Fallzahlen von
Berlin, so kdnnte der veranderte Epidemieverlauf mit dem Mauerfall zusammenhangen.
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Abbildung 18.3: Modellergebnisse mit dem AIDS-Modell AiMo. Dargestellt sind jeweils die Zahl
der Neuerkrankungen in den Jahren bis 1995 mit Berticksichtigung der Reaktion der Bevdlkerung
auf die Fallzahlen der vergangenen Jahre (rechts, solide) und ohne Reaktion der Bevdlkerung
(rechts, gestrichelt) fir eine Bevolkerungsgrof3e, die der von Berlin entspricht. Der Vergleich mit
den Fallzahlen fiir Berlin (Quelle:RKI) bis zum Jahr 2004 (rechts) zeigt eine gute Ubereinstimmung
bis Ende der neunziger Jahre.

Demoskopische Daten zeigen, dass die Fallzahlen im Osten zu dieser Zeit vermut-
lich deutlich unter denen des Westens lagen. Dies lasst vermuten, dass AIDS in
den Ost-Medien weniger stark thematisiert wurde. Des weiteren kdnnte es sein,
dass aufgrund der einschneidenden politischen Ereignisse das Bewusstsein flr
die Gefahr einer HIV-Infektion in den Hintergrund getreten ist. Nimmt man dies an
und geht davon aus, dass Anfang der neunziger Jahre sich das Bewusstsein flr die
Epidemie erst wieder neu aufbauen musste, so erhalt man deutlich bessere Ergeb-
nisse (Abbildung [18.4). Man darf natirlich nicht den Fehler machen, aufgrund der

Neuerkrankungen
500

Simulation
* Daten vom RKI (Berlin)

400—
Abbildung 18.4: Modellergebnisse mit

dem AIDS-Modell AlMo. Modellergebnis  3gq]—
fir die Anzahl der Neuerkrankungen L
(schwarz) in Berlin unter der Annah- 200}
me, dass zur Zeit des Mauerfalls das -
Bewusstsein fir die Gefahr eine HIV- 100~
Infektion herabgesetzt ist, verglichen mit r
den Fallzahlen fiir Berlin (rot, Quelle:RKI). 0 19‘70 1980 1990 20‘00

Ubereinstimmung von Daten und Simulation zu schlieBen, dass ein verandertes
Bevolkerungsbewusstsein tatsachlich die Ursache fir den veranderten Epidemie-
verlauf ist. Das Ergebnis darf man allerh6chstens als Hinweis werten, dass die
Untersuchung der demoskopischen Daten auf Hinweise, die fiir eine verandertes
Verhalten sprechen, sinnvoll ist.
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19 Kinetik chemischer Reaktionen

Reaktion 1. Ordnung

Die einfachste Form einer chemischen Reaktion ist durch den Zerfall eines Mo-
lekuls (z.B. radiokativer Zerfall) gegeben.

X&vYezs. (19.1)

Hierbei gibt k die Reaktionsgeschwindigkeit an, die in der Realitat u.a. von der
Temperatur abhangt. Die stéchiometrische Gleichung soll nun in ein mathe-
matisches Modell umgesetzt werden. Hierbei interessiert uns der zeitliche Verlauf
der Konzentration der Substanz X. Es ist daher sinnvoll anstelle von Molekulen die
Konzentration der Substanz zu betrachten. Die Konzentration d.h. Stoffmenge pro
Volumen, wird mit [X] bezeichnet und hat die Einheit mol/I.

Die Anderung der Konzentration von X ist proportional zur vorhandenen Stoffmen-
ge. Die Proportionalitatskonstante ist gerade k und beschreibt die Zerfallsrate in
1/s. Man erhalt die DGL

d

31X =KX (19.2)
welche die Lésung

IXI() = [Xo - e (19.3)

besitzt, wobei [X]q die anfangliche Konzentration ist. Es handelt sich also tatsachlich
um einen Zerfallsprozess. Die zeitliche Anderung der Konzentrationen der Reaki-
onsprodukte ist genauso grof3, aber natlrlich positiv. Sie nehmen exponentiell zu:

d d
1= KX 2= +KIX]
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Reaktion 2. Ordnung

202

Bei der Mehrheit chemischer Reaktionen reagieren zwei Molekule X und Y mitein-
ander:

X+Y & z4. (19.4)

Man nimmt an, dass die Reaktionsgeschwindigkeit proportional zur Wahrschein-
lichkeit ist, dass ein Molekll vom Typ X auf ein Typ Y trifft. Damit erhalt man die
DGL

d
iK1 = ~KIXIYL (19.5)

die die Anderung der Konzentration der Substanz X beschreibt. Hier muss man
berlcksichtigen, dass der Parameter k, die Reaktionskonstante, nun die Einheit
I/(mol s) hat.

Far die weiteren Reaktionspartner ergibt sich:

d d
a[Y] = —K[X][Y], a[Z] = +K[X][Y] (19.6)

Reaktion 2. Ordnung mit einem Ausgangsstoff
Die Reaktion
oX % 74 .. (19.7)

fahrt zu folgender DGL

dvi oriyi2
a[X]_ 2k[X]°, (19.8)
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Gleichgewichtsreaktionen

Reaktionen, die in beide Richtungen ablaufen kénnen, hei3en Gleichgewichtsre-
aktionen. Die Gleichgewichtsreaktion

k
LYz (19.9)
ko

mit den Reaktionskonstanten k¢ fir die Hinreaktion und ko fir die Rlckreaktion
wird durch das DGL-System

ccjjt[X] = —k¢[X] + ka[Y][Z] 1o
d

qilY1= KiXI-kelY]IZ]

d

G4 =KX kaY][Z]

beschrieben.

Kombinierte Reaktionen mit zweiatomigen Molekiilen

Folgende Reaktionen laufen gemeinsam ab:
Ky
X2+Y2TXY2+X (19.11)
2

X+ Ya 25 XYp + X

oX X4, X,
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mit den Reaktionskonstanten k4, ko, k3 und k4. Das zugehorige DGL-System lau-
tet:

d
gilXel = KalXallYa] + ko[ XY2X] + ka[X]? (19.12)
d
gl Y2l = ~KalXallY2] + ko[ XY2]IX] — kg [X][Y2]
;[XYzl = k1[X2][Y2] = ka[XY2][X] + k3[X][Y2]

;[X] = ki[Xa][Y2] - ka[XY2][X] — ka[X][Y2] — 2k4[X]?
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20 Das Karbonatsystem des Ozeans

Die hier dargestellten Betrachtungsweise ist stark vereinfacht und dient als Einstieg
in das Thema.

Die Bedeutung des Karbonatsystem des Ozean wird deutlich, wenn man sich
vergegenwartigt, dass mehr als 98% des Kohlenstoffs des Atmosphare-Ozean-
systems im Ozean in Form von geldsten anorganischen Kohlenstoff vorliegen [Zeebe 2001].
Ozean und Atmosphare stehen in einem kontinuierlichen Austausch im Bestreben,
ein Gleichgewicht zu erreichen. Dieser Prozess wird durch den jeweiligen CO»-
Partialdruck angetrieben. Der praindustrielle atmospharische Partialdruck betrug
280 ppm, u.a. durch die Verbrennung fossiler Brennstoffe betragt der heutige Wert
410 pmm [IPCC2021]. Wenn insgesamt 98% im Meer gespeichert werden, stellt
sich die Frage, wie viel vom anthropogenen Eintrag im Meer geldst sind und wel-
che Auswirkung dies auf den Ozean hat. Es ist so gut wie sicher, dass die vom
Menschen verursachten CO»-Emissionen der Hauptgrund flr die derzeitige glo-
bale Versauerung der offenen Ozeane sind [IPCC2021]. Die Versauerung fihrt
u.a. dazu, dass Organismen, die Kalkschalen bilden, aussterben konnten. Um das
Zusammenspiel zwischen atmospharischen CO» und Ozeanversauerung zu ver-
stehen, muss man sich den Karbonatkreislauf in (Meer)-Wasser anschauen, da
das Karbonatsystem als Puffersystem fungiert, das Schwankungen im pH-Wert
abfangt.

Meerwasser besteht aus vielen Komponenten, die einen Einfluss auf den pH-Wert
haben. Wir werden im folgenden nur die wesentlichen Komponenten betrachten:

CO» freies Kohlenstoffdioxid im Wasser
HCO5 Hydrogenkarbonat
CO2~ Karbonat

Da der Anteil an Kohlensaure H,CO5 im Wasser sehr gering ist, wird diese zusam-
men mit CO» betrachtet. Die Gesamtmenge an geléstem anorganischen Kohlen-
stoff (DIC, Gesamtkarbonat, dissolved inorganic carbon) im Meerwasser betragt
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206

also
DIC = [HCOZ] + [COZ7] +[COy] (20.1)

Die Komponenten des Karbonatsystems werden meistens in Mol pro Kilogramm
Seewasser angegeben. Dies verwundert, da man eher eine Angabe pro Liter er-
warten wirde. Dies ist aber wegen der variablen Dichte von Meerwasser schlech-
ter zu handhaben. Die Einheit mol/kg ist Temperatur- und Druck-unabhangig und
wird auch Molalitat genannt. Des weiteren wird davon ausgegangen, dass sich
alles ,ideal“ verhalt und ein Salzgehalt von 35 (35 g Salz pro kg) vorliegt.

Die Gleichgewichtsreaktionerm im Meerwasser sind vereinfacht wie folgt gegeben

K K
CO, + HyO === HCOj3 + H* === COZ™ + 2H"* (20.2)

Die einzelnen Gleichgewichtsreaktionen sind durch Gleichgewichtskonstanten ge-
koppelt und nach dem Massenwirkungsgesetz gelten folgende Beziehungen

[HCO][H*]
Ky=t -8t - 20.3
1 [CO,] (20.3)
Ko = [COFTIH"] (20.4)
27 TIHCO4] '

Die Konzentrationen der GrofB3en sind dabei in eckigen Klammern angegeben. Die
temperaturabhangigen Gleichgewichtskonstanten Ky und Ks sind in Anlehnung an
[Zeebe 2001] gewéhltﬂ Bei den Gleichgewichtskonstanten handelt es sich um em-
pirisch ermittelte GroBen, fir die es in der Literatur auch viele andere Werte gibt.
Meistens werden die Werte ahnlich wie beim pH-Wert in der Form

pK = —log1(K) (20.5)

angegeben.

Diese Gleichgewichtskette stellt keine stéchiometrisch korrekten Reaktionsgleichungen dar!

2Hier wurde auf die Unterscheidung zwischen Dissoziationskonstanten und stochiometrischen
Gleichgewichtskonstanten verzichtet. Der Ubersichtlichkeit halber werden hier die K* als K ge-
schrieben.
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Man halt also die unbekannten GroBen [HCOg3], [0032‘], [CO5] und [H*]. Somit
haben wir 2 Gleichungen (Gleichungen und und vier Unbekannte. Um
dies zu I6sen, missen also zwei Werte vorgegeben werden. Gibt man den pH-Wert
vor, so kann man die Wasserstoffionenkonzentration tber

pH = —log1o(H30%) (20.6)

erhalten, wobei hier H+ mit H3O* identifiziert wird (vergleiche Anhang[A.4.1). Zusatz-
lich geben wird die Gesamtmenge an anorganischen Kohlenstoff DIC (Gleichung
vor. Damit verbleiben 2 Gleichungen und zwei Unbekannte. Dies zu I6sen,
ist etwas muhsam, lasst sich aber noch von Hand machen. In Abbildung ist
das Ergebnis fur pH-Werte von 1 bis 13 dargestellt. Bei einem pH-Wert von 8.1,
der typisch fir Oberflachenwasser im Meer isﬂ sind liegen ca. 83 % in Form von
Hydrogenkarbonat und 16 % in Form von Karbonat vor. Freies CO» macht weniger
als 1 % aus.

-2
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Abbildung 20.1: Vereinfachte Bjerrum-
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Die Betrachtungsweise in Abbildung soll nicht implizieren, dass der pH-Wert
die steuernde GroBe ist. Im Meerwasser bestimmt das Verhaltnis der Kohlenstoff-
komponenten den pH-Wert.

20.1 Atmosphare-Ozean-Gleichgewicht

Wir sind daran interessiert, wie sich der CO»-Partialdruck in der Atmosphare auf
den pH-Wert auswirkt. Daher kénnen wir nicht mehr den pH-Wert vorgeben, son-
dern wir missen den Eintrag von Kohlenstoff aus der Atmosphare bertcksichtigen.

3Stand 2001, mittlerweile ist der pH-Wert niedriger.
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Die Meeresoberflache steht in direktem Austausch mit der Atmosphare. Nach dem
Gesetz von Henry hangt die CO»-Konzentration im Meerwasser vom CO»-Partialdruck
in der Atmosphare ab. ﬁVereinfachend rechnen wir hier mit dem CO»-Partialdruck

in ppm (parts per million), welches eine Ubliche Angabe in den Klimawissenschaf-
ten ist. Dies stimmt nicht so ganz, weil der Partialdruck eigentlich in patm angege-
ben wird und die zahlenmaBige Gleichheit nur unter bestimmten Bedingungen bei

1 atm Druck gilt.

Im Gleichgewicht ist der Netto-Austausch von CO» in der Luft und im Wasser gleich
null und es gilt

[COs] = K - pCO2 Gesetz von Henry (20.7)

wobei die Loslichkeit Ky sehr stark von der Temperatur abhangt (vgl. [Zeebe 2001]
Figure 1.5.20).

Mit dem Gesetz von Henry kann also die CO»-Konzentration im Wasser vorgege-
ben werden. Die Vorgabe einer weiteren Kohlenstoffkomponente ist nicht méglich,
da wir ja gerade das Verhaltnis aller Komponenten zueinander und den pH-Wert in
Abhangigkeit vom CO»-Partialdruck herausbekommen mdéchten.

Es gibt aber noch eine weitere Groi3e, die vorgegeben werden kann. Angenom-
men, es handelt sich nicht um Meerwasser sondern um destilliertes Wasser, in
das wir CO, geben. Dann sind die darin enthaltenen lonen HCO3, CO£™, H*
und OH™. Da wir Gber den CO»-Partialdruck neutrales CO» hinzugegeben haben,
musste die Losung also neutral bleiben. Es muss also gelten

[HCO5]+2[CO5 ] +[H*]+[OH™] =0 in destilliertem Wasser (20.8)

Der Faktor kommt daher, dass CO32‘ zweifach negativ geladen ist.

Dies ist also eine weitere Gleichung fir die dritte fehlende Unbekannte. Dummer-
weise ist so aber die Unbekannte OH™ hinzugekommen. Dies ist aber unkritisch,

“Dies ist etwas ungenau. Den Partialdruck kann man eigentlich nur fiir ideale Gase heranziehen,
so dass eigentlich die Fugazitat und nicht der Partialdruck betrachtet werden misste. Beide sind
flr unsere Zwecke aber zahlenmaBig nahezu gleich.
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da fur die Dissoziation von Wasser

[COFTIH"]
Kw=—"72"— 20.9
mit der Gleichgewichtskonstanten Kyy gilt, und somit
K
[OHT] = W (20.10)

[H]
gilt.

Im Meerwasser gibt es aber viele weitere lonen, so dass die Summe in der
hier angegeben sich nicht zu null addiert. Au3erdem gibt es weitere lonen, die von
Bedeutung sind, da sie auch eine gewisse Pufferkapazitat besitzen. Die Konzen-
trationen all dieser lonen summiert man auf. Dieser Wert heif3t dann Alkalinitat.
Ein typischer Wert fir Meerwasser liegt bei Alk=2.2 mmol/kg. Fur die Pufferkapa-
zitéat im Meerwasser sind hauptsachlich schwache Sauren verantwortlich, so dass
man zusatzlich zu den schon benannten lonen das Borat-lon fir eine praktikable
Definition hinzufigen muss. Da dies einen Anteil von weniger als 5% an der Ge-
samtalkalinitat bei einem pH-Wert um 8 hat (vergleiche [Zeebe 2001] Abbildung
1.2.10), wird in dieser konzeptionellen Uberlegung darauf verzichtetﬂ Wir arbeiten
stattdessen mit einer vereinfachten Definition der Alkalinitat:

Alk = [HCO3]+2 [0032_] +[H*]1+[OHT] Arbeitsdefinition (20.12)

SDie Alkalinitatsdefinition (practical alkalinity), wie sie in [Zeebe 2001] verwendet wird lautet:

PA =[HCO;]+2 [CO32_] +[B(OH), ]+ [H*] + [OHT] (20.11)
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Damit ergibt sich folgendes Gleichungssystem

[CO2] = Kp - pCO2

[HCO3‘][H+]
Ky=t——=s5& -
1 [COg]
«. _ [COZTIH"]
27 "[HCO4]
Kw = [H*]OH]

Alk = [HCOZ] + 2[CO27] + [H*] + [OH]

(20.13)

(20.14)

(20.15)

(20.16)

(20.17)

mit den Unbekannten CO,, HCOg,, CO32‘, H* und OH™ und den Vorgaben pCO»
und Alk. Ein Lésungsansatz fiir das Gleichungssystem ist im grauen Kasten ange-

geben, kann aber beim Lesen auch Ubersprungen werden.
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Loésungsansatz fiir das Gleichungssystem [20.13

Um die Sache Ubersichtlicher zu gestalten, werden folgende Abkirzungen
vewendet

c0 = [COy], ¢1 = [HCO3], c2 = [CO£7], h = [H*], oh = [OHT],

alle andern GréBen werden klein geschrieben:

(1) c0 =k0 - pco2
(2) k1 =c1-h/cO
(3) k2 =c2 - h/ct
(4) kw =h-oh

(5) alk =c1 +2c2 +h+oh

Gleichung (2) nach c1 auflésen und (1) einsetzen
(2a) c1 = k1 - cO/h = k1 - kO - pco2/h

Gleichung (3) nach c2 auflésen und (2a) einsetzen
(3a) c2 = k2 - c1/h = k2 - k1 - kO - pco2/h®

Gleichung (4) nach oh=kw/h auflésen und mit (1), (2a) und (3a) in (5) einset-
zen

(5a) alk = k1 - kO - pco2/h + 2k2 - k1 - kO - pc02/h2 —h + kw/h

Die Gleichung (5a) muss nun nach der gesuchten GroBe h aufgeldst werden,
dann kann man sukzessive c0, c1 und c2 bestimmen und damit auch die
Gesamtmenge DIC. Die Gleichung (5a) ist eine Gleichung 3. Grades in h.
Diese lasst sich schlecht analytisch l16sen, ist aber mit der Symbolic Toolbox
von Matlab (solve) mdglich. Alternativ kann man die Gleichung numerisch
mit dem Newton-Verfahren (siehe Anhang l6sen.

Mit der Losung des Gleichungssystems hat man dann das Karbonatsystem im
Gleichgewicht zu der vorgegebenen Alkalinitat und dem vorgegebenen CO»-Partialdruck
bestimmt.

Ein typischer Wert fUr die Alkalinitat von Meerwasser liegt bei Alk=2.2 mmol/kg.
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Die verwendeten Gleichgewichtskonstanten sind in Tabelle angegeben

Tabelle 20.1: Die Paramﬂeter wurden mit den Formeln aus  pgrameter Wert
[Zeebe 2001] Anhang A) fiir S=35 und T=10 °C berechnet. Beach-
te, dass die Sterne weggelassen wurden. Es gilt K = 10X, Die  PKp 7.3577
pK-Werte sind dimensionslos, die zugehdérigen K-Werte haben die pK1 6.0014
Einheit mol/kg/ppm (Kp), mol/kg (Ky, Ko) und (mol/kg)? (Ky)-
pKo 9.1900
pKw 13.8406
85— ; ‘ 25 i
8.4 | g _
8.3 \ : g 2 : T
8.2} | = —DIC ;
8.1t l £ 157 —co, w
|
5 8 \ IS HCO, |
| = L
7.9¢ | < 1 —cot |
781 | S |
77t } N 05 : ]
76} } < R R Sy
75— : i : : ‘ 0 :
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pCO2 in ppm pH
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2 | 9 1
= .1
3 2 _— i | g 80 i
g | —DIC = } —DIC
c 157 | —Co, 2 60 | —cQ,
|
5 i Heo, | 3 | Heo
g 1r i _Cog_ 7 (_5 40 + i —CO:Z)’- 1
() c
NO05 ‘ 8 20t ‘
0 . 0 L
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Abbildung 20.2: Veranderung des pH-Werts bei Zunahme des CO»-Partialdrucks in der Atmo-
sphére (links oben) und die Zunahme der Gesamtkarbonatkonzentration inkl. der Verteilung auf
die einzelnen Komponenten bei Zunahme des pH-Werts (rechts oben). Unten links ist die Verande-
rung der Verteilung bei Anderung des CO,-Partialdrucks dargestellt, unteren rechts die prozentua-
le Verteilung. Die gepunktete Linie kennzeichnet den praindustriellen Wert (pCO» = 280 ppm), die
gestrichelte Linie den aktuellen Wert (pCO» = 410 ppm). Die Alkalinitat ist auf 2.2mmol/kg, die Tem-
peratur auf 10 °C und der Salzgehalt auf 35 festgelegt. Die verwendeten Gleichgewichtskonstanten

sind in Tabelle angegeben.

In Abbildung sind die Ergebnisse dargestellt. Der Anteil an CO32_ und geléstem
CO» ist bei den in der Atmosphare vorkommenden CO»-Partialdruckwerten ge-
ring. Der gr6Bte Anteil liegt in Form von HCOg3™ vor (Abbildung unten rechts).
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Mit steigendem COy-Partialdruck nimmt der Anteil an HCO5™ weiter zu. Von der
praindustriellen Zeit bis heute ist der Wert von 90.6 auf 92.7 gestiegen.

Das Gesamtkarbonat DIC steigt mit zunehmenden CO,-Partialdruck in der Atmo-
sphare nicht linear an, sondern steigt langsamer (Abbildung unten). Bezogen
auf den praindustriellen Wert ist der DIC-Gehalt im Wasser um 2.5 % gestiegen.
Selbst bei einem CO»-Partialdruck von 800 ppm, was fast einer Verdopplung des
heutigen Werts entsprichﬁ steigt der DIC-Gehalt nur um weitere 3.6 %. Das be-
deutet, dass der Ozean den steigenden CO»-Partialdruck in der Atmosphare nur
teilweise kompensieren kann.

Zu einer genaueren quantitativen Analyse ist allerdings mindestens die BerUck-
sichtigung von Borsaure und dem Borat-lon notwendig, die auch als pH-Puffer
fungieren. Dies wurde hier der Ubersichtlichkeit halber weggelassen.

In den Berechnungen wurde die Erwarmung von Atmosphare und Ozean nicht
beriicksichtigt. Geht man vereinfachend davon aus, dass die Wassertemperatur
linear mit dem CO»-Partialdruck gestiegen ist, so kann man mit dem Modell die
Auswirkung der Temperaturerhdéhung auf den Gesamtkohlenstoffgehalt ermitteln.
Dazu wird angenommen, dass sich die Temperatur beginnend bei 280 ppm linear
erhoht, so dass sie bei Verdopplung des CO»-Partialdruck (560 pmm) um 2 °C ge-
stiegen ist. Dann ergibt sich eine um 12.6 % geringere Erh6hung des Gesamtkoh-
lenstoffgehalts im Wasser gegenlber dem Szenario ohne Temperaturerh6hung.
Dieses Ergebnis ist in derselben GréBenordnung wie in [IPCC2014], wo von einer
10% geringen Aufnahme ausgegangen wird. Und genauso wie dort beschrieben,
zeigt auch dieses konzeptionelle Modell keine pH-Wert-Anderung. Dies bedeutet,
dass ein warmerer Ozean schlechter in der Lage ist, CO» aus der Atmosphare auf-
zunehmen, ohne dabei weniger zu versauern. Die liegt daran, dass in warmeren
Wasser mehr HCO5™ zu CO32_ umgewandelt wird und dabei H* freigesetzt wird.

6Bei einer Erderwarmung um 4 °C verglichen mit dem praindustriellen Wert ist ein Wert von 800
ppm im Jahre 2100 wahrscheinlich [IPCC2014].
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Die Anhange ersetzen nicht die Mathematikvorlesungen. Samtliche Anhange er-
heben nicht den Anspruch auf Vollstandigkeit. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit
wird haufig auf die Uberpriifung und Angabe von Voraussetzungen verzichtet! Sie
beschreiben mathematische Inhalte, die in der Vorlesung bendtigt werden. Allen,
die bisher keine ausreichenden Mathematikkenntnisse erworben haben, wird da-
her dringend empfohlen, die Inhalte zu vertiefen. Hierzu hilfreich sind einfihrende
Lehrblcher fir Nebenfachler (Mathe fir Biologen, Mathe fir Ingenieure) oder auch
Schulblcher.
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A Basics aus der Mathematik

A.1

Funktionen

Eine Funktion f ist eine Vorschrift, die jedem Element einer Menge D genau ein
Element der Menge W zuordnet. Die Menge D heif3t Definitionsbereich, die Menge
W Wertebereich:

f:D — W (A.1)

x heif3t unabhangige Variable oder Argument. Eine Funktion wird auch Abbildung
genannt.

Die Menge aller Punkte G := {(x, f(x))|x € D} der Funktion (A.1) hei3t Graph der
Funktion.

Beispiel:

f:[0,5] — R (A.2)

X — X2

Das Argument x ist anschaulich gesehen ein Platzhalter und ist beliebig durch
einen anderen Buchstaben austauschbar. Durch

f:10,5 — R

R
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ist dieselbe Funktion wie in definiert.

In der Schule schreibt man statt f(x) haufig einfach y. Wenn klar ist, welches in der
Vorschrift die unabhangige Variable ist, so ist das ok:

y=5-x° (A.3)

Aber was ist,wenn die Vorschrifty = a - b2 geben ist. Man kann so nicht erkennen,
ob a, b oder sogar beide als Argumente dienen sollen. Mdglicherweise ist a ein
Parameter, der einen festen Wert hat, und b das Argument oder umgekehrt. Daher
wird das Argument in der Vorschrift mit angegeben:

y(b) = a-b?

Ist nun a = 5, so haben wie dieselbe Vorschrift wie in (A.3).
Nun gibt es einige Konventionen, die aber nicht strikt eingehalten werden:

So weif3 man im Allgemeinen, dass bei y = mx +b eine Geradengleichung gemeint
ist, mit dem Argument x, der Steigung m und dem Abzissenwert b. Meistens ist,
wenn nicht anders angegeben x die unabhangige Variable.

In der Physik gibt es haufig Funktionen, in denen t als Argument auftritt. In den
meisten Fallen ist damit die Zeit gemeint.

Bildet man die Ableitung einer Funktion, so ist mit der Schreibweise y’ die Ablei-
tung nach dem (einzigen) Argument gemeint, dies ist meistens x. Insbesondere
beschreibt f'(x) die Ableitung der Funktion f nach x. Will man dies besonders her-
vorheben so schreibt man %f(x). In der Physik wird haufig die Ableitung nach der
Zeit, die sogenannte Zeitableitung, mit einem Punkt dargestellt:

d

f(t) = rUuR
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A1

Folgen

Ist der Definitionsbereich einer Abbildung N, so nennt man die Abbildung eine
Folge und schreibt

a:N — W

n +— an.

oder kurz (an)nen-

In der Modellierung werden fur diskrete Modell haufig Folgen mit (xn) oder (y,)
bezeichnet. Der Index n bezeichnet dann einen Zeitschritt. Man bestimmt dann den
Wert zu einem Zeitpunkt n+1 aus dem Wert zum Zeitpunkt n mit einer Funktion f:

Xn+1 = f(xn)

Hierbei wird dann der Anfangswert xo vorgegeben. Das Modell kann man genauso
durch

Xn = f(Xp—1)

beschreiben. Auch hier wird der Nachfolgende Wert aus dem vorhergehenden mit-
tels f bestimmt.

A.2 Potenzfunktion

Funktionen der Form
y(x)=c-x" (A.4)

heiBen Potenzfunktionen, wobei hier im Gegensatz zu Polynomen auch negative
und reelle Exponenten zugelassen sind. Kann man nattrliche System mit einer
Funktion entsprechend Gleichung beschreiben, so sagt man, dass sie dem
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Potenzgesetz (Englisch: power law) folgen. In doppelt logarithmischer Darstellung
(siehe Abschnitt |A.4.4) werden Potenzgesetze durch eine Gerade dargestellt. Es

Abbildung A.1: Graphen der Potenzfunkti-
on y = x" fiir positive Argumente fiir ver-
schiedene Werte von n. Die Normalpara-
bel (n=2) ist fett dargestellt.

10

n=-2.0
n=-1.0
n=0.0
n=1.0
n=2.0

o =4 N w »~ O o N © ©
T T T T T T T T

fallt auf, dass nur positive Argumente x dargestellt sind. Das kommt daher, dass

allgemeine reelle Potenzen nur fir positive Basen im Reellen existieren, z.B. ist

1
Xé:\/;

nur fir nicht negative x im Reellen definiert.

A.3 Polynome

Abbildungen der Form p(x) = am - XM +---+ay - Xx+ag , m € N heissen Polynome.

Beriihmtestes Beispiel ist die Normalparabel p(x) = x2 mit m = 2, a, = 1 und

a; =39 =0.

A.3.1 Quadratische Gleichungen

Eine Gleichung der Form

x2+px+q=0
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nennt man quadratische Gleichung. Es wird der Wert x gesucht, fir den das Poly-
nom den Wert Null annimmt. Die quadratische Gleichung hat die Lésungen

__P PP
X12=—5+\/ 0 (A.6)

Diese Losungen missen im Reellen nicht existieren, sie kbnnen komplex sein (Ab-

schnitt[A.8)..

Eine quadratische Gleichung kann auch mal anders aussehen, z.B.
ax® +bx+c=0 oder auch x> —3x=5

dann wird sie in die Form nach umgeformtm

"Man kann natiirlich auch die Lésung zu ax® + bx + ¢ = 0, a # 0 bestimmen, sie lautet:

X __Eiivbz_“ac (A7)
127 2 2a '

Die Lésungsformeln ergeben sich durch quadratische Erganzung.
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A.4 Exponentialfunktion und Logarithmus
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Die Exponentialfunktion begegnet uns nahezu Uberall. Meistens tritt sie in der
mathematischen Modellierung als Funktion der Zeit bei der Beschreibung von
Wachstums- (a > 0) und Zerfallsprozessen (a < 0) auf:

y() = yo - 62" (A.8)

Die Exponentialfunktion wird entweder als Potenz von e (Eulerzahl) geschrieben
oder mit exp bezeichnet:

y(x) = &* = exp(x)

Sie ist die einzige Funktion, die mit ihrer Ableitung Ubereinstimmt: %ex = eX. Sie
erflllt als einzige das Additionstheorem e@+b = a8 . ¢l Die Exponentialfunktion im
reellen ist monoton steigend, erst flach, dann immer steiler. Eine wachsende Ex-
ponentialfunktion wachst letztlich stets schneller wachst, als jede Potenzfunktion
x". Das ist schwer zu glauben, wenn man etwa 1.1* und x10 f{ir kleine und mittlere
Werte x vergleicht. Und doch tuberholt der erste Ausdruck den zweiten irgendwann!

Die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion ist der natiirliche Logarithmus, der
Logarithmus zur Basis e. Der natlrliche Logarithmus wird mit log oder In bezeich-
net: log = In = loge. Es ist manchmal etwas verwirrend ,da sich die Notationen
von Lehrbuch zu Lehrbuch unterscheiden. In einigen Blchern ist mit log der deka-
dische Logarithmus und mit In der nattrliche gemeint. In anderen wird der nattrli-
che mit log und der dekadische mit log{y bezeichnet. Das ist aber meistens vorher
definiert worden. In vielen Programmiersprachen berechnet log den natirlichen
Logarithmus und log10 den dekadischen. Im folgenden wird der natlrliche Loga-
rithmus mit In bezeichnet, der dekadische mit logg und ein Logarithmus zu einer
beliebigen Basis mit log.

In(exp(x)) =x und exp(In(y))=y far y>0

Der Logarithmus ist nur fUr positive Zahlen definiert. Logarithmen zu verschiede-
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nen Basen b unterscheiden sich nur durch einen Faktor:

logy
logb

logpy = fur alle positiven y

Manchmal wird statt log, y auch b logy geschrieben. Speziell ist der dekadische
Logarithmus logqg, also der Logarithmus zur Basis 10, um den Faktor In10 =
2.3026 - - - kleiner als der naturliche Logarithmus.

a=0.5
a=1.0| |
a=1.5
a=2.0

-3 -2 -1 0 1 2 3 0 0.5 1 1.5 2 25 3

Abbildung A.2: Exponentialfunktion f(x) = e2* (links) und Logarithmusfunktion f(x) = logyg(a - X)
(rechts, nur positive Argumente) flr verschiedene Werte von a.

Einige Rechenregeln

el = 1 log1 =0

eatb _ ga . gb log(a-b) =loga+loghb
e? b - :—E log 8 = loga—loghb
e® = ;T logb™" = —logb

e?b _ (g2)P log(a") =n-loga

Uberraschend ist die Behauptung: ,Alle Exponentialfunktionen sehen gleich aus".
Wenn man bei einer Exponentialfunktion die Basis andert, oder einen Vorfaktor
anbringt oder einen Faktor in den Exponenten schreibt, oder alles zugleich tut, so
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andert das nichts Wesentliches am Graphen der Funktion. Alle diese Modifikatio-
nen kann man durch Skalierung der Achsen auffangen (A.9).

y=a bt o Y=eX mitY=§, X = (c-Inb)-x (A.9)
Die Faktoren durfen nicht 0 sein und die Basis muss positiv sein. Bei a < 0 wird
vertikal gespiegelt, bei ¢ < 0 oder 0 < b < 1 wird horizontal gespiegelt. Sogar
eine Verschiebung entlang der x-Achse ist nichts als eine vertikale Stauchung bzw.
Streckung:

a-(x—=) _ g~acC  gax

e
Gleichung zeigt, dass man mit einer anderen Basis keine anderen Graphen
erzeugen kann. Deshalb wahlt man die bequemste Basis, und das ist meistens e
wegen %ex = e*. Bei anderen Basen entsteht beim Differenzieren ein Faktor # 1.
Ein Basiswechsel ist sehr einfach:

2Pt _ g3t _ 10% furallet,wenn b-In2=a=c-In10 (A.10)

Beispiel pH-Wert

Der pH-Wert ist ein Mal fir den sauren oder basischen Charakter einer wassri-
gen Ldsung. Er ist definiert als negativer dekadischer Logarithmus der Wasser-
stoffionen-Aktivitat. Bei verdiinnten Losungen ist der pH-Wert in etwa der negative
dekadische Logarithmus des Zahlenwertes der Stoffmengenkonzentration ¢ der
H30"-lonen in Mol pro Liter

pH = —log1g (C(H3O+)/c°) c® = 1Mol pro Liter

Die Divison durch c° ist formal notwendig, da das Argument des Logarithmus di-
mensionslos sein muss. Auch der pH-Wert ist eine dimensionslose GroB3e.
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A.4.2 Beispiel Radiokarbonmethode

Die Radiokarbonmethode oder auch Radiokarbondatierung oder kurz '#C-Methode
ist ein Verfahren zur Bestimmung des Alters von totem organischen Material. Das
Kohlenstoffisotop '#C wird in der oberen Atmosphare (ATM) standig neu gebildet
und in organisches Material (OM) eingebunden. Es zerfallt mit Halbwertzeit von
ca. Ty = 5730 Jahren zu '*N. Das Verhaltnis Vop von #C zu 12C in totem orga-
nischen Material nimmt also mit der Zeit ab. Fir das Verhaltnis gilt

Vom(t) = VaTtm - e M A Zerfallsrate in 1/Jahr

wobei A\ die Zerfallsrate in 1/Jahr (oder kurz 1 per annum, 1/a) ist, Va1 das
Verhaltnis in der Atmosphare und t die verstrichene Zeit seit “Einbau” des Koh-
lenstoffs in das organische Material. Die Zerfallsrate kann aus der Halbwertzeit
berechnet werden. Setzt man fiir das atmospharische Verhaltnis 1 an, so muss
nach der Halbwertszeit per Definition der Wert auf 1/2 gesunken sein:

1 T

5 & In1=In2==-\-Ty

Flr die Zerfallsrate gilt also

In2  0.69 41
=TT 1211074
Ty 5730 a

A.4.3 Einfach-logarithmische Darstellung

Das "Problem”, dass Exponentialfunktionen schnell viele Gré3enordnungen tber-
spannen und sich ,linear* nicht gut darstellen lassen, kann man durch logarithmi-
sche Darstellung Gberwinden. Logarithmiert wird nur der Funktionswert und nicht
das Argument, weshalb man von ,einfach-logarithmischer” Darstellung spricht. Durch
diese Koordinatentransformation entsteht aus Gleichung eine Geradenglei-

chung [A.11]
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3 -3 -2 -1 0 1 2 3

Abbildung A.3: Exponentialfunktion f(x) = €8 in ,normaler‘ Darstellung (links, siehe auch und
in einfach logarithmischer Darstellung (rechts) fiir verschiedene Werte von a.

Inb +a-t
B +a-t

y=b-e?t = Iny

(A.11)

= Y

In der zweiten Gleichung sind die Logarithmen durch Gro3buchstaben ersetzt, um
die Form der Geradengleichung hervorzuheben. Die Steigung der Geraden ist der
Faktor a in der Potenz. Zum Vergleich sollte man noch einmal die doppelt logarith-
mische Darstellung der Potenzfunktionen in ansehen.

A.4.4 Doppelt-logarithmische Darstellung

228

In der ,doppelt-logarithmischen* Darstellung erscheinen alle Potenzfunktionen als
Gerade mit der Steigung n:

y=c-x' = logy=n-logx+logc (A.12)
= Y=n-X+C

Hier stehen in der zweiten Zeile von die GroBbuchstaben fir die Logarith-
men. So erkennt man die Geradengleichung. Die doppelt-logarithmische Auftra-
gung erlaubt es, zu erkennen ob das Potenzgesetz erfillt ist, und ermdglicht, die
Parameter direkt aus dem Graphen abzulesen.
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Abbildung A.4: Potenzfunktionen f(x) = x" fir positive Argumente in ,normaler‘ Darstellung (links,
siehe auch[A.T) und in doppelt logarithmischer Darstellung (rechts) fiir verschiedene Werte von n.
Die Normalparabel (n=2) ist fett dargestellt.

A.5 Einheiten sicher umrechnen

Der korrekte Umgang mit Einheiten ist unbedingt erforderlich, wenn nicht nur qua-
litative Aussagen sondern auch quantitative Angaben bendétigt werden. Dies er-
scheint zunachst einfacher als es in Wirklichkeit ist:

* Die NASA-Sonde Mars Climate Orbiter (MCO) ging 1999 aufgrund eines
Einheitenfehlers im Navigationssystem verloren. “Wahrend die NASA den
Impuls p im Internationalen Einheitensystem (SI) mit der metrischen Einheit
Ns berechnet hatte, wurde die Navigationssoftware des MCO vom Hersteller
Lockheed Martin im imperialen System mit der Impulseinheit Ibfs ausgelegt,
die um den Faktor 4,45 geringere Werte liefert. E|

» Beim Bau der Hochrheinbriicke zwischen Deutschland und der Schweiz (2003-
2004) wurde der unterschiedliche Hohenbezug von 27 cm zwar bertcksich-
tigt (Deutschland: Meter Uber NN, Schweiz: Meter Uber RPN), durch einen
Vorzeichenfehler wurde allerdings ein Hohenunterschied von 54 cm gebaut.

Bl

Neben der korrekten Wahl der Einheit ist auch die korrekte Umrechnung entschei-

2Quelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Mars_Climate_Orbiter
3Quelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Hochrheinbriicke
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dend. Um Einheiten sicher umzurechnen und die Rechnung riickverfolgbar zu ma-
chen, sollte folgendes befolgt werden:

IMMER schriftlich arbeiten
viele Zwischenschritte aufschreiben

alte Einheit in der Formel durch neue ersetzen, z.B. 1 g C durch 11—2 mol C

Exponentialschreibweise fur Zehnerpotenzen verwenden, z.B. 1 mg = 1073 g

Einheiten und Zehnerpotenzen kiirzen

Zahlenwerte erst ganz zum Schluss verrechnen und runden

A.5.1 Ein nicht ganz ernst gemeintes Beispiel

Wie schnell ist ein Auto, das 60 km/h fahrt, in Angstrém pro Tag?

Angstrdm ist eine nicht mehr zulassige, aber immer noch gebrauchliche Langeneinheit: 1 A=10~19m.

k 103 103 1070A A
60°" = 600hm = sooho = 601013
2

A A A

= 24-60-1013a = 24-6-1014a = 144-1014a

A.5.2 Ein Beispiel aus dem Alltag der Umweltwissenschaften

Wie viel Gramm CO» sind in einem Kubikmeter Luft mit einem CO»-Gehalt von
400 ppm?

Hierzu muss zunachst die Einheit ppm (parts per million) geklart werden. Da es
sich um den CO» Gehalt in Luft handelt, bezieht sich ppm auf ein Gas. Wenn
nichts weiter angeben ist, nehmen wir Normalbedingungen an, so dass 1 Mol Luft
ein Volumen von 22.4L = 22.4 - 103m3 annimmt. Der Wert 400 ppm bedeuten
hier also 400 Mol CO5 auf 10 Mol Luft. Die Umrechnung von Mol CO» auf Gramm
CO, ergibt sich aus dem Molekulargewicht von CO»:

1 MolCOs =12gC+2-169g 0o =449 CO»
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Durch erweitern mit 44g CO5/MolCO» erhalt man

400 Mol CO,  400Mol CO, 449 CO,
106 Mol Luft = 106 Mol Luft Mol CO»

400 ppm CO» =

Kirzen von Mol CO» ergibt

_ 400 - 449 CO;
~ 105Mol Luft

Umrechnung von Mol Luft in m3 ergibt

400449 COp
~106.22.4.103m3

Sortieren und Kirzen ergibt

40044 gCOy
©224.103 m3

Hat man nun keinen Tascherechner zur Hand geht es Uberschlagig weiter, falls
dies ausreicht

N4OO-44gCOZ_400~29002_089002
T22.103 md 0 108 md T m3

Somit enthalt ein Kubikmeter Luft mit einem CO»-Gehalt von 400 ppm in etwa
0.89002.
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A.6 Periodische Funktionen — Winkelfunktionen

Eine Funktion hei3t periodisch mit der Periodenlange p , wenn fir alle x € D
f(x + p) = f(x) gilt. Beispiele fur periodische Funktionen sind die Winkelfunktionen
(trigonometrische Funktionen) Sinus und Kosinus.

| 41
5
=
1N
o — N 0
cos(a) 1 2 3\ 4 /5
— sin(x)
----- Cos(x) 1

Abbildung A.5: Der Einheitskreis und die Winkelfunktionen

Betrachtet man im Einheitskreis, das in Abbildung [A.5] dargestellte Dreieck, so ist
die Lange der Hypotenuse 1. Der resultierende Abschnitt auf der x-Achse ist also
der Kosinus, des Winkels «, der Abschnitt auf der y-Achse ist der Sinus.

Die Steigung der Geraden betragt gég((z)) = tan(a).

Das Argument der Winkelfunktionen kann sowohl in Grad als auch in Bogenmaf3
(Radiant) angegeben werden. Ein Vollkreis von 360° entspricht dabei 27 rad.

Wichtige Werte der Sinus und Kosinusfunktion:

Grad 0 30 |45 |60 |90 | 180 |270 | 360
Bogenmaf3 || O w6 | w4 |73 |72 |« 3n/2 | 27
Sinus 0 12 | V22| V/3/2| 1 0 -1 0
Kosinus 1 V32| V2/2 172 | 0 -1 0

Eigenschaften der Sinus und Kosinusfunktion:
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Periodenlange 2

sin(x) = sin(x + 2m)
Cos(X) = cos(X + 2)

Sinus ist symmetrisch zum Ursprung

sin(—x) = —sin(x)

Kosinus ist symmetrisch zur y-Achse

cos(X) = cos(—x)

sind gegeneinander um 7/2 verschoben

cos(x) = sin(x + /2)

Schnittpunkte bei x = 7/4 +n-7,n € Z

sin(w/4) = cos(w/4)

Bemerkung: Berechnet man Sinus und Kosinus mit dem Taschenrechner so muss

man aufpassen, dass die Einstellung stimmt. Ist der Taschenrechner auf Gradmal3

(DEG) eingestellt, muss man den Winkel in Grad eingeben, steht er auf Bogenmaf3
(RAD) so muss er in Bogenmalf angegeben werden.

A.6.1 Additionstheoreme

Far Sinus und Kosinus gelten folgende Additionstheoreme

sin(x +y) =sinx-cosy + cosx-siny

COS(X +y)=CcosXx-cosy Fsinx-siny
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A.7 Monod-Funktion

Wir betrachten die Funktion

B
B+M

f(B) = b

Abbildung A.6: Graph der Monod-
Funktion mit der Halbsattigungskonstan-

ten M und dem Grenzwert b.

b/2

(A.13)

3M 4M 5M

Diese Funktion wird auch Monod-Funktion, Michaelis-Menten-Kinetik oder in

der Okologie auch Holling Typ Il genannt und in vielen Modellen verwendet, z.B.

» Algenwachstum als Funktion der Nahrstoffkonzentration (Monod-Modell)

» Alkoholabbau als Funktion der Blutalkoholkonzentration

» Aktenbearbeitung als Funktion der Aktenmenge

Eigenschaften der Monod-Funktion:

f geht fir B — oo gegen b

auch Halbsattigungskonstante

nimmt bei M die Halfte des Maximalwerts an (f(M)=b/2). M hei3t deshalb

+ die Tangente im Ursprung schneidet den Grenzwert b bei M
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A.8 Komplexe Zahlen *

Die Gleichung
X2 = 1 (A.14)

hat im reellen Zahlenraum keine Losung. Mit

i=v-1 (A.15)
wird eine “imaginare Zahl” Zahl definiert, fur die i = —1 gilt. Eine komplexe Zahl ist
die durch

z=a+ib (A.16)

gegeben, wobei a und b reelle Zahlen sind. a hei3t Realteil und b Imaginarteil von
z. Es gelten die Ublichen Rechenregeln. Seienz =a +ibundy = ¢ +id, dann ist

z+y=a+c+i(b+d) (A17)
z-y=(a+ib)-(c+id) =ac + aid + ibc + iibd = ac —bd + i(ad + bc) (A.18)
eZ = ea+ib —e?. eib (A.19)

A.8.1 Komplexe Exponentialfunktion

Lasst man bei der Exponentialfunktion komplexe Zahlen als Argumente zu, so wird
sie noch interessanter. Entlang der imaginaren Achse ist die Exponentialfunktion
periodisch und erzeugt die Sinus- und Cosinus-Funktion (A.20).

exp(ix) = cos(x) + i - sin(x) Eulersche Formel (A.20)

Setzt man in der Eulerschen Formel x = 7, so ergibt sich eine erstaunliche Be-
ziehung, in der die wichtigsten mathematischen Zahlen 1, e, = und die imaginare
Einheit i verkn(pft sind: e ™ = —1.
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A.9 Modulo-Funktion *

236

Modulo bestimmt zu dem nattrlichen Zahlenpaar (a,n) den Rest der ganzzahligen
Division a durch n:

a modn=a—[ﬂ ‘n (A.21)
Hierbei ist [-] die sogenannte GauBklammer, sie bestimmt den ganzzahligen Anteil

der Divison 2.

Es gibt Erweiterungen der Modulo-Funktion auf negative Zahlen. Die Implementie-
rung ist in verschiedenen Programmiersprachen nicht einheitlich!
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A.10 Differentialrechnung (Ableitungen)

Es sei eine Funktion f(x) gegeben. Die Ableitung der Funktion f an einer beliebigen
Stelle gibt die Steigung der Funktion an dieser Stelle an. Die Ableitung wird mit
bezeichnet, wenn klar ist, wonach abgeleitet wird (hier nach x). Wird nach der Zeit
abgeleitet, wird anstelle f' auch haufig f geschrieben. Will man deutlich machen,
wonach abgeleitet wird, schreibt man anstelle von f’(x)

df(x

f'(x) = ci(f(x) = dx) sprich: df(x) nach dx

Hangt eine Funktion von mehreren Variablen ab, z.B. f(x, y) und leitet man nur nach
einer ab, z.B. y so handelt es sich um eine partielle Ableitung

of(x,y)
oy

sprich: df(x,y) nach dy

Achtung: es handelt sich hier um "runde” d’s!

Zu den Voraussetzungen fir die Differenzierbarkeit sei auf die einschlagige Litera-
tur verwiesen.

Es gelten folgende Regeln:
Seien f, g in tg differenzierbar, dann gilt:

1. Die Summe f+g:t— f(t) + g(1) ist in tg differenzierbar:
[f + a1'(to) = f'(to) + g (to)

2. Furc e Ristcf: t — cf(t) in ty differenzierbar:
[cf]'(to) = cf (to)

3. Das Produkt f-g: t+— f(t) - g(t) ist in tg differenzierbar:
[f- g1’ (to) = f'(to) - 9(to) + f(to) - ' (to) Produktregel

4. Der Quotient é: t— % ist in tg mit g(tp) # O differenzierbar:

[5] / (tg) = (i) g(tz)(;);g(’) -0 (to) Quotientenregel
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A.10.1

238

Ableitungen einiger wichtiger Funktionen:

fty=c, c€R f(t)=0 (A.22)
fty=t", nez ft)=n-t""
f(t) = cos (t) f(t) = —sin (t)

f(t) = sin (t) () = cos (1)

Kettenregel

Aus der Schule ist bekannt

Was bedeutet dies nun? f und g sind Funktionen, wobei f(g(x)) die Hintereinan-
derausfihrung der Funktionen f und g bedeutet. Die Funktion f wird hierbei auch
auBere Funktion und g innere Funktion genannt.

fog(x) = f(g(x))

Das heif3t, dass die unabhangige Variable x zuerst mittels der Funktion g abgebil-
det wird und das Ergebnis dann mittels f abgebildet wird.

Die Kettenregel gibt nun an, wie die Ableitung der verketteten Funktion f o g zu
bilden ist:

df(g(x)) _ df(g(x)) dg(x)
dx  dg(x) dx

Der erste Term auf der rechten Seite heil3t auBere Ableitung, der zweite Term auf
der rechten Seite innere Ableitung.
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Setzt man nun y=g(x), so sieht das Ganze schon einfacher aus:

df(g(x)) _ df(y) dg(x) df df dy
dx  dy  dx oder kurz dx dy dx

In der Modellierung ist wird die unabhangige Variable haufig mit t fir die Zeit und
die innere Funktion mit x bezeichnet:

fox(t) = f(x(t))

Far die Ableitung gilt dann

of _df
dt  dx dt
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A.11

240

Integralrechnung

Mit der Integralrechnung ist es u.a. moglich, Flacheninhalte krummlinig begrenzer
Flachenstticke zu bestimmen. (Abbildung[A.7).

a b

Abbildung A.7: Flache unter einem Kurvenstick.

Es sei f eine stetige Funktion, die vorerst einmal Uberall groBer null ist. Um den
Flacheninhalt der Flache unterhalb der Funktion auf dem Intervall [a,b] zu bestim-
men, wird eine Funktion F bestimmt, deren Ableitung gerade f ist: F/ = f. Die
Funktion F heif3t dann Stammfunktion von f und der Flacheninhalt ist durch

F(b) - F(a)

gegeben. Hierbei fallt auf, dass sich der Flacheninhalt nur aus dem Anfangs- und
Endwert von F auf dem Intervall [a, b] ergibt. Man schreibt:

b b
F(o) — F(a) = / f() ox = F(x)| (A.23)
a

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung besagt also unter ande-
rem: Ist f eine auf dem Intervall [a, b] stetige Funktion und ist F eine Stammfunktion
von f (d.h. F’ = f), so gilt

b
/ f(x) dx = F(x)]: - F(b) - F(a). (A.24)
a
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fbf(x) dx ist das bestimmte Integral von f auf dem Intervall [a, b]. Das bestimmte
?ntegral ist also eine Zahl. Im zweidimensionalen Koordinatensystem gibt diese
Zahl eben die Flache an, die zwischen dem Graphen der Funktion, der x-Achse
und den begrenzenden Parallelen zur y-Achse liegt (das Intervall [a,b]). Ist die
Funktion nun nicht mehr Gberall positiv, so zahlen Flachenstiicke unterhalb der x-
Achse negativ. Ist f eine Funktion, so hei3t eine Funktion F eine Stammfunktion von
f, wenn die Ableitung von F gleich f ist: F’ = f. Die Integration ist also in gewisser
Weise die Umkehrung der Differentiation. Die Stammfunktion ist nicht eindeutig:

Ist F eine Stammfunktion von f, so gilt dies auch fir F + C, C € R, dh. es gibt eine
ganze Schar von Stammfunktionen,die sich nur durch eine Konstante, die beim
Ableiten wegfallt, unterscheiden.

Das unbestimmte Integral einer Funktion ordnet dieser Funktion eine Menge von
Funktionen zu, die sogenannten Stammfunktionen. Diese zeichnen sich dadurch
aus, dass ihre ersten Ableitungen mit der Funktion f, die integriert wurde, Uberein-
stimmen.

Das unbestimmte Integral wird [ f(x) dx geschrieben, und es gilt

/ fx)dx = Fx) +C, C € R. (A.25)

Es ist nicht unbedingt madglich, eine Stammfunktion explizit anzugeben. Fir viele
Funktionen gibt es aber Tabellen bzw. ist die Berechnung mit z.B. Maple maoglich.
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A.11.1 Integrale (Stammfunktionen) einiger wichtiger Funktionen

ft)=0, ceR F)=C,CeR (A.26)

ft) =t", nez\{-1} Hn=nl1-W”

A.11.2 Rechenregeln

Seien f, g auf [a, b] integrierbare Funktionen und ¢ € R, so gilt

b b b
1. [f(x) + g(x)dx = [f(x)dx + [ g(x) dx
a a a

A.11.3 Beispiel: Flacheninhalt unter der Normalparabel

Bestimmung des Flacheninhalts unter der Normalparabel f(x) = x2 auf dem Inter-
vall [-2,2]. Da die Normalparabel Uberall nicht-negative Werte hat, ergibt sich der
Flacheninhalt durch

2

1 2 1 1

2 3 3 3

- = -2 (-2 = — — = — A27
/x dx 3 ‘_2 3 3( ) (A.27)
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A.11.4 Beispiel: Flacheninhalts ,,unter* dem Sinus

Bestimmung des Flacheninhalts ,unter* dem Sinus auf dem Intervall [0, 27].
Der zu bestimmende Flacheninhalt sei die graue Flache in Abbildung Hier

Abbildung A.8: Flache ,unter* dem Sinus.

muss nun berlcksichtigt werden, dass der Sinus auch negative Werte annimmt.
Bestimmt man zuerst naiv einfach das bestimmte Integral so erhalt man folgendes

Ergebnis:

27 5

/sin(x) dx = —cos(x)’o7r =—cos(2m) — (—cos(0)) = (-1)—(-1) =0 (A.28)
0

Berlcksichtigt man, dass beim Integrieren Flachen unterhalb der x-Achse negativ
gezahlt werden, so ergibt sich die Flache zu:

T 2m
/sin(x) dx — / sin(x) dx
0 i

- (~cos(x)[}) ~ (~cos(] ")

= (—cos(m) — (—cos(0)) — (—cos(27) — (—cos(m))

=(1-(-1)-(-1-1)=4
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A.11.5 Herleitung der Flichenberechnung *

244

Die Approximation des Flacheninhalts unter einer Funktion f ist in Abbildung
dargestellt. Es werden Stltzstellen verwendet und die entstehenden einzelnen
Rechtecke addiert. Nimmt man vereinfachend an, dass alle Streifen gleich breit

f(a+2Ax)

f(a+Ax) -

a a+Ax a+2AXx b

Abbildung A.9: Approximation der Flache durch 3 Rechtecke.

sind, so gilt fir die Streifenbreite

AX = b;a , (A.29)

wobei n die Anzahl der Streifen ist. Wird die Streifenbreite immer weiter reduziert,

nahert sich der berechnete Wert immer mehr der tatsachlichen Flache. Die appro-

ximierte Flache betragt bei n Streifen der Breite Ax = %

n
Fn=> fla+k-Ax)-Ax (A.30)
k=1
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Nun sieht man auch, woher die Schreibweise [ kommt. Sie leitet sich von }_ ab.
Das Ax geht beim Grenziibergang n — oo in dx (ber.

n
S fa+ k- Ax) - AX%/f (A.31)
k=1

Dass diese Uberlegung mit der Berechnung des Integrals iber ihre Stammfunk-
tion konsistent ist, kdnnen wir hier nicht allgemein zeigen, sondern nur an einem
Beispiel verifizieren. Wir wissen bereits, dass

b
1 5b 1
24y - 3P _ 1,3
O/X dx_3x 0 3b (A.32)

ist. Nun wollen wir dieses Ergebnis durch die Streifenmethode approximieren.

Die Flache bei n Streifen ist durch

n n
Frn=Y (0+k-Ax2% Ax=Ax3Y K2 (A.33)
k=1 k=1

wobei Ax = b—;O = % gilt.

Fir die Summe auf der rechten Seite gibt es einen geschlossenen Ausdruck namlich
n

S kE=Lt.on-(n+1)-(2n+1)

k=1

Damit ist

oo A3 in (n+1) (2n+1)—b—3 L (n+1)-(@n+1)

n-= 6 “nd 6
b3 (n+1)-@n+1)
b 2n?2+3n+1. b3 2n2 3n 1 b3 3 1
- ) e S v S ) s — 2+ S )
6 n2 6 'n2 n2 n? 6 n n2

b3
_>?

Somit liefert diese Uberlegung dasselbe Ergebnis.
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A.11.6 Substitutionsregel

246

Aus der Schule ist bekannt

b
[t d'xdx= [ fydy
a (@)

Was bedeutet dies nun? Die Substitutionsregel ist ein Hilfsmittel um komplizierte
Funktionen in einfachere zu Uberfihren, die sich dann leichter integrieren lassen.
Diese Uberfiihrung heiBt auch Substitution. Im obigen Beispiel wird ¢(x) durch y
substituiert, also y = ¢(x) gesetzt. Letztlich ist die Substitutionsregel nichts anderes
als die Kettenregel: Ist F eine Stammfunktion von f, so gilt

Es qilt aber fur die Verknlpfung der Funktionen F o ¢ auch

b
F(e(b)) - F(e(a)) = / [F((x))]" dx

a

Die Ableitung von F(p(x)) ist nach der Kettenregel

[dF ()] = F(p(x)) - ¢'(x)

somit gilt

Il

—n
—_~
<
N—

Q.
<

b
[ o) - ') dx
a

Haufig findet man auch andere Notationen, z.B.

t N(D)
/f(N) N dt = / #(N) dN
0 N(0)
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Streng genommen darf das so nicht, da Integrationsgrenze und unabhangige Va-
riable verschiedene Bezeichner brauchen (hier hei3en beide t), aber in der Praxis
kommt es 6fter mal vor.

A.11.7 Einfaches Beispiel zur Substitution

b
/ e . oxdx mit fiy)=e’ und o(x)=x2
a

A.11.8 Beispiel zur Substitution, bei dem die Ableitung ¢’(x) nicht erkennbar ist

Meistens ist ein Problem nicht so schén, dass die Ableitung ¢’(x) explizit vorliegt.
Dann muss man ein wenig tricksen:

2
/(Sx #12dx mit fy)=y? und (x) = 3x+ 1
0

Es gilt ¥£ ( ) — 3 also dx = 3dg0( ). Einsetzen ergibt
2 (2) ’ 3 2+1

/(3x + 1 = o(x 2 dgp / gy dy

0 ©(0) 3-0+1

— Pp— = — ; —_ 1 = — - 343 1 = 38

Man rechne das Ergebnis durch ausmultiplizieren des Integranden nach!
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A.11.9 Partielle Integration

Die partielle Integration ergibt sich direkt aus der Produktregel fir Ableitungen.
Aus der Schule ist bekannt

[f(x) - g(x)]" = F'(x) - (%) + f(x) - '(x)

Integration auf beiden Seiten ergibt

[0 9001 6x = [ (- gy dx+ [ (x) - g/(x) dx

damit gilt

1)+ 9001 = [ F/x) - g dx + [ £(x) - g'(x) ix

durch Umstellen ergibt sich die Regel zur partiellen Integration

[ 1)+ 9/ 0 = [fx) - 901 [ 1) - 9(x) dx

Flr das bestimmte Integral gilt dasselbe. Die Grenzen bleiben erhalten.

A.11.10 Beispiel zur partiellen Integration

jln(x) xdx = [In(x)-1 2}?-? - ;x2dx
o 3o
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A.12 Taylorpolynom*

Mithilfe der sogenannten Taylorpolynome p,, kann man Funktionen unter bestimm-
ten Voraussetzungerﬁ in der Umgebung einer Stelle t approximieren. Sei y eine
reellwertige Funktion von t, die mindestens (n + 1)-mal stetig differenzierbar ist,
dann heif3t

y(t+ At = y(t) +y'(t) - At+ ; ') - AP (A.34)

1
+—-y'”(t)-A’[3+---+

>3 YO (t) - AL+ Rour ()

2.3..... n

Taylorpolynom von y. Man sagt, man hat die Funktion y an der Stelle t bis zum
n-ten Glied entwickelt (y(" stehe hier fiir die n-te Ableitung) entwickelt. Rnt1(t) ist
das Restglied, dass heif3t der Fehler, den man macht, wenn man nach n Schritten
abbricht. Sind alle hdheren Ableitungen null (alle héher als n), so ist der Fehler
natiirlich auch null. Ansonsten ist der Fehler proportional zu At"™*1. Das bedeutet,
je héher man entwickelt, desto kleiner wird der Fehler. Und je weniger man sich
von Entwicklungspunkt t entfernt, umso kleiner bleibt der Fehler.

Das Restglied (nach Lagrange) hat die Form

1
(n+1)!

Rns1(t) = M) AT g et t+ AY (A.35)

Kompakter ausgedriickt lautet das Taylorpolynom

n

1
Y{t+ At) = po(t) + Ray1 () = 3 1y 1) - A+ Rog ()
k=0 "

wobei y( die k-te Ableitung bezeichnet und k! die Fakultat: k! =1 -2 ... - k. Wird
anstelle der exakten Losung y(t) das Taylorpolynom n-ten Grades p,, betrachtet, so
ist der Abbruchfehler in jedem Schritt proportional zu At"™'. R, hei3t Restglied.

Die Approximation bis zum ersten Glied ist dann wieder die lineare Approximation,

4Die Funktion muss oft genug stetig differenzierbar sein.
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wie sie uns schon beim Euler-Verfahren begegnet ist:

yt+At) ~ yt)+y'(t) - At

A.12.1 Beispiel: Taylorentwicklung von y(t) = e"!

1 1
Y(t+At)=e”+r-er't-At+§-r2-e”-At2+é-r3-er't-At3+...

Die Entwicklung an t = 0 ergibt

(r- At)K
!

1 1 s
y(At):‘I+r-At+—-rZ-At2+—-r3-At3+...=Z
2 6 k=0 k

A.13 Nulistellenbestimmung mit dem Newton-Verfahren

Die naherungsweise Bestimmung der Nullstelle einer Funktion geht mit dem Newton-
Verfahren. Die grundlegende Idee dieses Verfahrens ist, die Funktion an einem
Startwert durch ihre Tangente zu ersetzen und deren Nullstelle zu bestimmen. Die
so ermittelte Nullstelle (der Tangente) dient als neuer Startwert usw. Diese lte-
ration erfolgt, bis eine gewiinschte Genauigkeit erreicht ist. Man gibt also einen
Startstelle xg und eine Genauigkeit G > 0 vor und berechnet

f(xn)
Xn+1 =xn—ﬁ n=0..

bis |xn| < G gilt.
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B Die Wurfparabel*

Ein FuBball werde vom Boden aus mit einer vorgegebenen Anfangsgeschwindig-
keit unter einem vorgegebenen Winkel geschossen.

Wie weit fliegt der Ball, bis er zum erstem Mal wieder auf dem Boden auftkommt
und wie hoch kommt er, wenn wir die Reibung vernachlassigen ?

V=V sin(o)

A\

o o

X, X, X, v, =V cos(a)

Abbildung B.1: Die Wurfparabel und die Zerlegung der Geschwindigkeit v in die Komponenten vy
und vy

Gegeben sei also der Winkel «, unter dem der Ball abgeschossen wird, und die
Geschwindigkeit v zur Zeit ty := 0. Zunachst muss die Anfangsgeschwindigkeit v
in ihre Komponenten zerlegt werden: Die zur Zeit t in x-Richtung zurtickgelegte
Strecke betragt

X(t)=vx-t=v-cosa-t.

Die zur Zeit t in y-Richtung zurlickgelegte Strecke (ohne Berlcksichtigung der
Schwerkraft) betragt

y{t) =vy-t=v-sina-t.

In y-Richtung wirkt zuséatzlich die Schwerebeschleunigung g. Somit betragt die Mo-
mentangeschwindigkeit zur Zeit t vg(t) = g-t. Die aufgrund der Schwerkraft zurtick-
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gelegte Strecke in y-Richtung betragt also

t t
1 1
/Vg(S) ds = /g -sds = 5952|B _ 5gtz
0 0

Die gesamte zur Zeit t in y-Richtung zurlickgelegte Strecke betragt also

y(t)=vy-t—g~t2 9.,

=v-Sina-t—=-
2

Das Minuszeichen rihrt daher, dass die Erdbeschleunigung nach unten wirkt.

Um nun zu bestimmen, wie weit der Ball fliegt, missen wir herausfinden, bei wel-
chem x-Wert y gerade null wird. Bisher haben wir aber nur Informationen dartber
zu welcher Zeit, welcher x- bzw- y-Wert angenommen wird. Daher I6sen wird die
Gleichung fir x nach t auf und setzen das Ergebnis in die Gleichung fiir y ein.

Nehmen wir mal an, dass wir denn Ball nicht senkrecht in die H6he schief3en, also
a #90° ist, und a € [0, 90[ (damit gilt cos « # 0), so diirfen wir x = v - cos« - t zu

X
T v-cosa

umstellen. Einsetzen ergibt

ey g X2 (B.1)

y(x) =

"~ cos 2v2 . cos? v

Man erhalt also tatsachlich eine nach unten geéffnete Parabel. Die Schnittpunkte
mit der x-Achse erhalt man, indem man nun y = 0 setzt und nach x auflost.

Man erhalt die Losungen xop=0, den Abschusspunkt und
2v2

Xe = ? -sina - cos « , den Auftreffpunkt. (B.2)

Um nun die maximale Flughdhe zu ermitteln, missen wir den y-Wert an der Schei-
telstelle xs der Parabel ermitteln. Aus Symmetriegriinden gilt Xxs = x¢/2 und die
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maximale FlughGhe yg4 betragt:

sina g 2
- Xg— —a D X2 B.3
cosa ° 2v2.cos2a S (B-3)

Ys

Zahlenbeispiel: Der Abschusswinkel sei @ = 40°, die Anfangsgeschwindigkeit

v = 50 km/h. Die Fallbeschleunigung betragt auf der Erde g = 9, 81 m/s2.

Zuerst muss die Geschwindigkeit in die richtigen Einheiten umgerechnet werden:
km 1000 m

S0 - =50-3500s

—~ 13,89 1

S
Einsetzen ergibt (Achtung: Winkel in Grad und nicht in Bogenmaf3):
Xe =~ 19,36 m ys ~ 4,06m

Der FuBball fliegt 19,36 m weit und erreicht eine maximale Flughéhe von 4,06 m .

Betrachten wir nun den Fall, dass der Abschusspunkt nicht auf dem Boden, son-
dern in H6he H vom Boden entfernt ist (Abbildung [B.2).

XO X Xé

Abbildung B.2: Die Wurfparabel bei Abwurf vom erhéhten Standpunkt aus.

Dann ist die Hohe des Balles durch

sina g 2

=H VG —C B.4
Y teosa T 2v2.cos2a (B4)

gegeben (vergleiche Gleichung B.1).

Man erhalt die Flugweite, indem y(x) = 0 gesetzt wird und die Gleichung nach x
aufgelGst wird. Es existieren zwei Losungen, die man durch Lésen der quadrati-

253



Anhang B — Die Wurfparabel* Grundlagen mathematischer Modellierung

254

schen Gleichung erhalt:

2
% , , 2gH
= — + 4/ 2 —- | , B.5
X1,2 g Cosa(sma sin“ o + vz) (B.5)

von denen die positive die gesuchte Flugweite Xe ist.
Fir H = 0 erh&lt man wiederum das Ergebnis aus [B.2,

Der Scheitelpunkt der Parabel liegt bei *15*2. Er ist unabhangig von H:

v2
Xg = E -Sina - cos « (B.6)

Einsetzen von xs in Gleichung [B.4] ergibt die maximale Flughdhe (vom Boden aus
gemessen):

sina g 2
CcoS « 2V< - COSt &

ys=H+
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C Differentialgleichungen

In einer Differentialgleichung (DGL) wird eine (unbekannte) Funktion mit inren Ab-
leitungen verknlpft, z.B.

=y(x) (C.1)

C.1 Gewohnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung

Eine Gleichung der Form

dy(x)
dx

= f(x, y(x)) (C.2)

heiBt gewohnliche Differentialgleichung 1. Ordnung. Eine Differentialgleichung (DGL)
ist eine Vorschrift, die die Anderung einer Zustandsvariablen y beziglich x angibt.

1.0rdnung: es tauchen keine hdheren Ableitungen nach x auf

gewohnlich: es gibt nur die Ableitung nach der unabhangigen Variablen x

Eine Funktion, die die DGL erfillt, heit Losung der DGL. Eine DGL zu I6sen be-
deutet, Funktionen y zu finden, die der Vorschrift % = f(x, y(x)) gentgen.

Ist die unabhangige Variable die Zeit, schreibt man anstelle von x gerne t:

dy(t)
dt

=f(t,y(t)) oder kirzer ?{:f(t,y) oder auch vy =f(t,y) (C.3)

Eine DGL heif3t autonom, wenn f nicht explizit von der unabhangigen Variable x
(bzw. t) abhangt:

dy _

dy
dX_f(y) zB. ——=a-y (C.4)

dx
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sonst heif3t sie nicht-autonom, z.B.

dy(x)
dx

dy
= f(x, y(x) z.B. ax - —X -y (C.5)

C.1.1 Richtungsfeld

Was kann man einer DGL ansehen? Betrachten wir zum beispiel die DGL y =
a - y. Die Steigung (Ableitung) der Funktion y an der Stelle t ist proportional zum
Funktionswert an der Stelle t.

Um dies zu visualisieren betrachtet man ein t, y-Koordinatensystem. Zu beliebig
vielen Paaren (t,y)-Paaren zeichnet man nun die Steigung an diesem Punkt ein,
indem man an (t,y) ein Linienelement mit der Steigung y’ = f(t,y) einzeichnet
(siehe Abbildung [4.3). Ohne die Lésungen der DGL zu kennen, weif3 man, dass
eine Lésung, die durch einen Punkt (t,y) geht, das Linienelement als Tangente
haben muss. Zeichnet man viele Linienelemente, so kann man am Richtungsfeld
den Verlauf der Lésungen ,sehen”.

Abbildung C.1: Richtungsfeld von y = y . Das Richtungsfeld ist t-translationsinvariant.

Wie sieht eine Funktion aus, die in dieses Richtungsfeld passt?
Es gibt viele Funktionen, die ,passen”. Die Losungen stimmen entweder Uberein
oder berlhren sich nicht. Zu jedem Anfangswert y(tg) = yg gibt es genau eine
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Lésundﬂlst die Differentialgleichung autonom, d.h das die rechte Seite nicht ex-
plizit von der Zeit abhangt, ist das Richtungsfeld t-translationsinvariant. Dies be-
deutet, dass sich die Steigungen in t-Richtung nicht verandern.

C.1.2 Anfangswertproblem (AWP)

Gesucht ist eine Funktion y, die 24 = f(t, y(t)), y(to) = yo gentgt.
Das AWP zu lésen bedeutet, eine Lésung der DGL zu finden, die von (g, yg) aus-
gehend in ihrem gesamten Verlauf auf das Richtungsfeld ,passt‘.

C.1.3 Beispiel: Losung eines Anfangswertproblems

Gesucht ist die Lésung zu

y=05"y, y(2) =3 (C.6)
Die allgemeine Losung zu y = 0.5 - y lautet

y(t) = C - et (C.7)
wobei C eine freie Konstante ist.

y'(t)=C-05-e%%1=0.5-y(t) (C.8)

Nun muss noch C angepasst werden

3iy@2) =C-e%52-C.e (C.9)
also ist
y(t) = 2 6% 1.1 g0t (C.10)

die gesuchte Lésung zum Anfangswertproblem.

'Dies gilt nicht fiir alle DGLn. Weiter hilft hier der Satz von Picard-Lindeléf: f muss Lipschitzbe-
dingung fir y erfillen.
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C.2 Numerisches Losen von Differentialgleichungen

Die wenigsten Differentialgleichung, die man in der Modellierung aufstellt, lassen
sich analytisch I6sen. Man I6st die Gleichungen daher numerisch. Dies bedeutet,
das man die Lésung Stick fur Stick bestimmt. Gegeben sei das Anfangswertpro-
blem:

y =1t y(t), y(to) =Yo

C.2.1 Euler Verfahren

Zuerst wird an der Stelle (tg, yq) die Steigung bestimmt. Es wird nun angenommen,
dass sich die Steigung in einem kleinen Schritt At (Schrittweite) nicht andert. Die
Lésung wird also in dem Intervall [t,t + At] durch eine Gerade approximiert. Man
erhélt den approximativen Wert y4 zur Zeit t;. Nun wird die Steigung an dieser
Stelle bestimmt und so weiter:

y(to + At) = y(t) +f(to, y(to)) - At

Allgemein wird also zu einer beliebigen Zeit t der neue Wert zur Zeit t + At durch
y(t+ At) = y(t) + f(t, y(1)) - At

bestimmt. Ausgedrickt in Zeitschritten bedeutet dies:

Yiet =Yk +ft, Vo) - At k=0,1,..

Dieses Verfahren ist recht ungenau.

Beispiel Euler Verfahren

Gegeben ist das Anfangswertproblem y’ =y, y(0) = 1, dessen explizite Lésung
y(t) = e bekannt ist. Bestimmt man die Lésung zur Zeit T=10 mit dem Euler-
Verfahren und einer Schrittweite von At = 1, so erhalt man als approximative

258



Grundlagen mathematischer Modellierung Anhang C — Differentialgleichungen

Euler Verfahren zu y'(t)=f(t.y), y(t,)=y,

Tangente in A mit der Steigung y'=f(t,,y,)
/

B

E i
t

1

Abbildung C.2: Euler-Verfahren zu y = f(t,y), y(to) = Yo.

Losung 1024. Der exakte Wert betragt (auf 2 Nachkommastellen gerundet) 22026.47.

Fehlerabschatzung beim Euler Verfahren*

Wie grof3 ist der Fehler, den man beim numerischen Losen macht? Hierzu betrach-
tet man das Taylorpolynom von y (siehe|A.12):

Ly . Atk

y(t + At) m

i YD) AT e t+ A
=0
Pn(t) + Rn(t)

(n+1)!

=

Wird anstelle der exakten Lésung y(t) das Taylorpolynom n-ten Grades betrachtet,
so ist der Abbruchfehler in jedem Schritt proportional zu At"™*1.

Im Falle des Eulerverfahrens wird das Taylorpolynom 1. Grades betrachtet:
y(t+AY =y(t) +y'(H) - At

Der Abbruchfehler ist also in jedem Schritt proportional zu At2.
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C.2.2 Runge-Kutta-Verfahren 2. Ordnung”*
(Verbessertes Euler-Verfahren, Heun-Verfahren)

Statt die Steigung an der Stelle t als Geradensteigung zu verwenden, werden die
Steigungenin (t,y) und (t+ At, y +f(t, y) - At) gemittelt. Dies bedeutet, dass man mit
dem Funktionswert an der Stellet+ At, der sich nach einem Euler-Schritt ergibt, die
Steigung ant + At noch einmal neu berechnet. Das Mittel der beiden Steigungen
wird dann als endgultige Steigung flr den Zeitschritt angenommen:

Funktionswert nach
einem Euler-Schritt

f(t, y(1)) + f(t + At, y(t) + f(t, y(t)) - At)

y(t+ At) = y(t) + > - At
Ausgedriickt in Zeitschritten

fltic, i) + ftkets Vi + F(t, yi) - At
Vicrt = Vi + e e VAt k=01,..

Verbessertes Euler Verfahren zu y'(t)=f(t,y), y(t;)=Y,

At

é i
0 t1

Abbildung C.3: Verbessertes Euler-Verfahren zu y = f(t, y), y(to) = yo-
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Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung”*

Das bekannteste Verfahren approximiert die Lésung bis zur 4. Ordnung. Hierbei
wird an einer weiteren Stitzstelle bei t + % die Steigung berechnet. auch dies
geschieht wieder mit dem verbesserten Verfahren. Die endgultige Steigung flr den
Zeitschritt wird aus 4 Einzelsteigungen gewichtet gemittelt, wobei die Steigungen
in der Mitte bei t+ % ein héheres Gewicht bekommen. Es wird wie folgt berechnet:

S1+2S2 + 283 + 84 At
6

y(t+ At) = y(t) +

sy = f(t, y(t))

sp =f(t+ 3L, y(t) +51 - 3

s3 = f(t+ 3L y(t) +s2- 3

Sy = f(t + At, y(t) + S3 - At)

Ausgedrickt in Zeitschritten

S1+2S2 +2S3+ Sy At

Yk+1 =Yk + 6 k=0,1,...

s1 = f(tx, Yk)
Sg=f(tk+%,yk+81 -y
s3 = f(tx + 3L yk +s2- )

sq = f(tx + At, yk + 53 - At)

Dieses Verfahren ist in vielen Programmen implementiert. Bessere Verfahren sind
implizite Verfahren, Verfahren mit einer automatischen Zeitschrittanpassung resp.
Prediktor-Korrektor-Verfahren.
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D Vektoren und Matritzen

D.1 Vektoren

In der Ebene oder im Raum kann man Vektoren als Pfeile mit einem Anfangs- und
einem Endpunkt (Pfeilspitze) darstellen. Sie werden meist mit kleinen Buchstaben
bezeichnet, die fettgedruckt (u) sind, oder wie in der Physik Ublich einen kleinen
Pfeil (U) haben. Manchmal wird dies aber alles weggelassen, so dass man aus
dem Kontext heraus erkennen muss, ob es sich um einen Vektor handelt, oder
nicht.

Alle Vektoren, die dieselbe Lange und dieselbe Richtung haben, sind aquivalent.

D.1.1 Vektoren im Koordinatensystem

Wir legen das Ubliche kartesisches Koordinatensystem zugrunde und betrachten
nur den zwei- oder dreidimensionalen Fall, also die Ebene oder den Raum. Die
mathematische Realitat ist natlrlich viel komplizierter und kann hier nicht behan-
delt werden. Daher ist es wichtig, mal ein Buch oder eine Vorlesung Uber lineare
Algebra zu lesen bzw. zu besuchen.

Sei v ein Vektor in der Ebene, dessen Anfangspunkt im Koordinatenursprung liegt.
Die Koordinaten (v1, vo) seines Endpunkts sind dann die Komponenten von v:

Vv =(vy Vp)

Hierbei sind v1 und v» reelle Zahlen.

Besondere Vektoren
Nullvektor

(0 0) 2-dimensional
(0 0 0) 3-dimensional.
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Der Nullvektor wird haufig auch einfach als 0 geschrieben.

Einheitsvektor
e1 =(10)undes = (0 1) 2-dimensional
e1=(100),e2=(010)und ez = (00 1) 3-dimensional.

D.1.2 Rechenregeln fiir Vektoren

264

Seien u, v, w Vektoren desselben Raumes, also hier entweder 2-dimensional oder
dreidimensional), so gilt: Addition

u+v=v+u (D.1)
u+0=u

u+(Vv+w)=(U+Vv)+w

Multiplikation mit einem Skalar Seien u, v Vektoren desselben Raumes, also
hier entweder 2-dimensional oder dreidimensional und A und u reelle Zahlen (Ska-
lare), so gilt:

1-u=u (D.2)
(g u= A (- u)
(A+p)-u=A-u+p-u

A-(U+V)=Au+ v
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Rechenregeln fir die Koordinatendarstellung

Seien u = (u,us) und v = (v4, Vo) zwei Vektoren und X\ und u reelle Zahlen, so
gilt:

U+V=(U1 +V1,U2+V2) (D.3)

A-u=(A-uq,A-up)

Norm eines Vektors
Die Lange (Norm) eines Vektors wird mit |u| oder||u|| bezeichnet und ergibt sich
nach dem Satz des Pythagoras. FlUr den Vektor u = (uq, uo) gilt:

Jull = /uf + u2

und fir u = (uq, uo, U3)

lul| = /u2 +u3 +uZ

D.1.3 Zeilen- und Spaltenvektoren

Vektoren kommen als Zeilen oder Spaltenvektoren vor:

Zeilenvektoren: (1 2 3 der(—5 3)

Jo

1 5
Spaltenvektoren: 2 | oder ( 3 )

3

Die Rechenregeln fur die Koordinatendarstellung der Zeilenvektoren gilt analog fur
die Spaltenvektoren. Die Addition von Zeilen mit Spaltenvektoren und umgekehrt
ist streng mathematisch gesehen nicht erlaubt.
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D.1.4 Multiplikation von Zeilen- mit Spaltenvektor

Die Multiplikation von einem Zeilenvektor mit einem Spaltenvektor derselben Lange

ergibt eine Zahl
Vi

(U1 uos U3)' Vo | =Uq-Vq+Upg-Vo+U3-V3
V3

D.1.5 Inneres Produkt oder auch Skalarprodukt

Das innere Produkt oder Skalarprodukt zweier Vektoren u und v , die den Winkel
6 einschlie3en, ist definiert als

<u,v >=|ull|lv| cos @ (D.4)

Ist einer der beiden Vektoren der Nullvektor, so ist < u,v >= 0, auch wenn man
keinen Winkel zwischen den Vektoren angeben kann. Wenn das innere Produkt
Null ist und es sich nicht um Nullvektoren handelt, so stehen die Vektoren senk-
recht aufeinander (cos 90° = 0). Zwischen Norm und innerem Produkt besteht
folgender Zusammenhang:

Jul| =v<uu>

Rechenregeln fiir die Koordinatendarstellung

Das innere Produkt oder Skalarprodukt zweier Vektoren u = (uq us) und v =
(vq vo2) , berechnet sich wie folgt

< U,V >=UqVq + UsVo (D.5)
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D.2 Matrizen

Unter einer Matrix (Plural: Matrizen) versteht man ein rechteckiges Zahlenschema.

Bei der Matrix

1 2 3
0 -5 1

handelt es sich um eine 2 x 3-Matrix, da sie zwei Zeilen und drei Spalten hat.
Allgemein wird eine n x m-Matrix wie folgt geschrieben

wobei i der Zeilenindex und j der Spaltenindex ist.

D.2.1 Rechenregeln fiir Matrizen

Es sei A und B n x m-Matrizen und X eine Zahl, dann gilt

aty o+ aAm b1y -+ bim ayy +byy oo Aym +bim
A+B= + . _ . .
ant - 2nm bnt -++ bnm ani +bn1 -+ anm +bnm
ayy - am A-ar A-am
A-A=) = :
ant - anm A-any -+ A-anm

Die Multiplikation zweier Matrizen ist etwas komplizierter, da man genau auf die
Dimension achten muss. Eine Matrix A kann nur dann mit einer Matrix B multi-
pliziert werden, wenn die Zahl der Spalten von A mit der Zahl der Zeilen von B
Ubereinstimmt.
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Sei also A eine n x m-Matrix und B eine m x r-Matrix, dann gilt

3 b 3 b
a{y -+ aim biy --- by, i; 1i Vit i; 1i * Mir
A-B= =
m m
SRl b1 -+ Drr > ani-big - X an-bmr
i=1 i=1

Das Ergebnis ist eine n x r-Matrix.

Fir den Fall r = 1 kann man die Matrix B als Spaltenvektor auffassen(m x 1-Matrix).
Damit ergibt sich die Multiplikation einer n x m Matrix mit einem m-dimensionalen
Spaltenvektor zu

m
ab
asy -+ aim b1 i; 1M
A-b=| : . |- :]=
m
ant - anm bm > api - by
i=1

Das Ergebnis ist ein n-dimensionaler Spaltenvektor.

Analog qilt fir die Multiplikation eines n-dimensionalen Zeilenvektors a mit einer
n x m-Matrix B

b1y -+ bim . ]
a.B=<a1 an). =<_Z%ai'bi1s ’_Z%ai'bim>
i= i=
bnt -+ bnm

Das Ergebnis ist ein m-dimensionaler Zeilenvektor. Die Multiplikation eines n-dimensionalen
Zeilenvektors a mit einem n-dimensionalen Spaltenvektor b ergibt

oF

a-b=(a1 an)- =£:ai-bi
b, i=1

Das Ergebnis ist eine Zahl.

Man erkennt, dass es jeweils auf die richtigen Dimensionen ankommt. Man kann
eine n x m-Matrix nicht mit einem n-dimensionalen Vektor multiplizieren usw.
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D.2.2 AQuadratische Matrizen

Ist die Zahl der Zeilen und Spalten gleich, handelt es sich um eine quadratische

Matrix.
aitq a1in
ant ann
Die Elemente, bei denen dann i = j ist, heiBen Hauptdiagonalelemente bzw. alle

zusammen heiBen Hauptdiagonale. Quadratische Matrizen derselben Dimension
kdénnen beliebig miteinander multipliziert werden.

Einheitsmatrizen

Matrizen, die auf der Hauptdiagonalen nur Einsen haben und sonst nur Nullen
heissen Einheitsmatrizen oder Identitaten:

1000
100

10 01 00O
010

0 1 0010
0 01

0 0 01

Einheitsmatrizen werden haufig mit | bezeichnet. Die Dimension muss sich dann
aus dem Kontext ergeben.

Inverse

Sei A eine quadratische Matrix. Gibt es eine Matrix B mitAB = BA = |, so heif3t A
invertierbar und B heif3t Inverse von A, in Zeichen

B=A"
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Transponierte

Sei A eine quadratische Matrix. Die Matrix, bei der die Elemente an der Hauptdia-
gonalen gespiegelt sind, hei3t Transponierte von A, in Zeichen AT,

afr - @1n afr - ant
SeiA=| ¢ - dannist AT = :

ant - @nn ain -+ ann

Spur und Determinante

ab
Sei A= q eine 2 x 2-Matrix. Die Summe der Elemente auf der Hauptdiago-
c

nalen hei3t Spur von A, in Zeichen sp oder tr
spA=a+d

Die Determinante der Matrix ist

detA =ad-Dbc

Far hohere Dimensionen sei auf die Literatur zur linearen Algebra verwiesen.

D.2.3 Gleichungssysteme

Matrizen kommen in vielen Zusammenhangen vor, z.B. beim Lésen linearer Glei-
chungssysteme. So kann man das Gleichungssystem einfacher mit Hilfe von Ma-
trizen und Vektoren schreiben: Das Gleichungssystem

afy-Xy +-oo+ Aym - Xm = Dby

ant - Xy +:--+ anm-Xm =bn
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kann mit
ayy - aAm . oF X1
N b =|: und X =
an1 - anm bn Xm
einfach als
A-X=b

geschrieben werden.
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E Zweidimensionale lineare Abbildungen

Eine 2x2-Matrix A kann man auch als Abbildung auffassen. Wird ein 2-dimensionaler
Vektor mit der Matrix multipliziert, so ist das Ergebnis wieder ein 2-dimensionaler
Vektor. Man sagt: Die quadratische Matrix A bildet den R? in sich selbst ab.

Betrachten wir die Abbildung

0-(23)6)-~C)

u

Hierbei ist der Vektor (
v

) das Argument, A die Abbildung und ( ) der Funkti-

onswert.

Eine solche Abbildung A setzt sich aus Drehungen, Scherungen, Streckungen,
Projektionen und Spiegelungen zusammen:

u cosp —sing X
Drehung < ) = . ( >
v sing cosy y
1 Db (x)
0 1 y
Y
y
Y
y

u

Scherung v

u

Projektion
v

o O o O

u

Spiegelung v

-
s ()

-

-

Der Absolutbetrag der Determinante |detA| = |ad — bc| der Matrix A gibt an,
um welchen Faktor die Flache des Einheitsquadrats bei Abbildung vergréBert bzw.
verkleinert wird. Enthalt die Abbildung eine Spiegelung, wechselt das Vorzeichen.
Enthalt die Matrix eine Projektion, verschwindet die Determinante.
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Betrachtet man die Bilder verschiedener Vektoren unter einer Matrix, so stellt man
fest, dass sie i.a. um verschiedene Winkel gedreht und um verschiedene Fakto-
ren gestreckt werden. Die Frage ist, inwieweit es Vektoren gibt, die nur gestreckt,
aber nicht gedreht werden. Wird ein Vektor nicht gedreht, so wird jeder Vektor,
der in dieselbe Richtung (oder in die entgegengesetzte Richtung) zeigt, ebenfalls
nicht gedreht. Diese Vektoren laufen entlang der sogenannten Eigenrichtung der
Matrix. Jeder Vektor, der dies erfullt (ausser der Nullvektor) heif3t Eigenvektor.

Fir jeden Vektor V in Eigenrichtung kann die Matrix A also durch einen Faktor
A ersetzt werden, der den jeweiligen Streckungsfaktor angibt. Dieser Faktor heif3t
Eigenwert zu dieser Eigenrichtung.

Far einen Eigenvektor V zum Eigenwert )\ gilt

A-V=\7V

oder anders mit der Einheitsmatrix | geschrieben:

_>

(A=) -V =0

Diese Gleichung ist auch der Schlissel, um die Eigenwerte zu finden, sie heif3t
Eigenwertgleichung.

Aus der Algebra ist bekannt: Ein lineares, homogenes Gleichungssystem mit einer
quadratischen Matrix B hat genau dann eine nicht-triviale LOsung (eine Losung
ungleich Null), wenn det B=0 gilt, also hat die Eigenwertgleichung nur dann nicht-
triviale Losungen, wenn

p()\) := det(A—\l) = 0

gilt. p()\) heiBt auch charakteristisches Polynom der Matrix A. Man findet die Ei-
genwerte, indem man die Nullstellen des charakteristischen Polynoms bestimmt.
Im zweidimensionalen Fall gibt es hochstens zwei verschiedene Eigenwerte und
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Beispiel

man kann sie einfach bestimmen:

a—-\ b

p(>\)=det< ¢ dey

) = (a-\)(d=\)-bc=X—(a+d)A+ad—bc=0

Mit det A = ad —bc und spur A = a + d erhalt man die Lésungen

2
Ao = spur A n \/(spurA)

—detA
7 det

Die Eigenvektoren erhalt man, indem man fiir ein fest vorgegebenen Eigenwert die
Eigenwertgleichung 16st:

¢ oi) ()

Ao -1 2
0 2
Bestimmung der Eigenwerte:
A= -1.2) (A0 _ -1-X 2
0 2 0 A 0 2-)\
detA-A-=(-1-X))-(2-1)-2-0=:0

Damit gilt Ay = =1 und Ao = 2.

Bestimmung der Eigenvektoren zu \{ = —1:

(A=XAy-1)-x=:0

(A—A1-I)=(_1 2)_(—1 0)=(‘1‘(‘1> 2 )z(o 2)
0 2 0 -1 0 2 (-1) 0 3

0 2 (X1 0

0 3/ \xo/ \o
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Damit gilt xo = 0 und x4 beliebig. Die Eigenvektoren zu A1 = —1 haben die Form

1
c- ,c € R\0.
0
Bestimmung der Eigenvektoren zu )\, = 2:
(A=Xo-1)-x=:0
-1 2 2 0 -1-2 2 -3 2
(A=Xo-1) = — = =
0 2 0 2 0 2-2 0 0
-3 2 X1 a 0
0 0/ \xo/ \o
Die Gleichung, die sich aus der zweiten Zeile ergibt, wird durch beliebige x4 und

xo erflllt. Wir wahlen daher x1 = ¢, ¢ € R\0 Aus der ersten Zeile ergibt sich dann
Xo = %c Damit gilt xo = 0 und x4 beliebig. Die Eigenvektoren zu \» = 2 haben die

]
Forme- | 4 ,c € R\0.

2

Bemerkung

276

Da die Eigenvektoren bis auf einen Faktor bestimmt werden kdnnen, kann man
eine Komponente festlegen, und die andere bestimmen. Firb # 0 kannmanvy = b
setzen und erhalt den Eigenvektor (/\Ea). Fiur ¢ # 0 kann man vo = c setzen
und erhalt den Eigenvektor (Agd) Fir b = ¢ = 0 ist A eine Streckmatrix mit den
Eigenwerten a und d. Die zugehorigen Eigenvektoren sind die Einheitsvektoren
in x- bzw. y-Richtung. Gilt a = d, so ist A Vielfaches der Einheitsmatrix und jeder

Vektor (auBer dem Nullvektor) ist Eigenvektor.
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F Mehrdimensionale Analysis*

Betrachtet man z.B. in einem aquatischen System die Phytoplanktonkonzentra-
tion, so wird man feststellen, dass sich die Konzentration Uber die Zeit andert.
Diese Anderung kann aufgrund von veranderten Wachstumsbedingungen erklart
werden. Zusatzlich andert sich die Konzentration aber haufig auch dadurch, dass
Plankton verdriftet wird (daher ja auch der Name). Das Plankton wird mit der
Stréomung mitgerissen. Will man dies nun mathematisch beschreiben, so hangt
die Phytoplanktonkonzentration also sowohl von der Zeit als auch vom aktuellen
Ort ab.

Wir nehmen hier nun vereinfachend an, dass wir nur eine Raumrichtung haben, in
die sich das Plankton bewegen kann (Kanal).

Dann kénnen wir die Konzentration durch folgende Funktion beschreiben

f:R2 — R (F.1)
t,x) — f(t,x)

Kennen wir diese Funktion, so ist zu jeder Zeit t und an jedem Ort x ist die Kon-
zentration f bekannt. Es handelt sich bei f um eine sogenannte skalare Funktion,
da ihre Funktionswerte Zahlen (namlich die Konzentration) sind.

F.1 Die Ableitung skalarer 2-dimensionaler Funktionen

Die partielle Ableitung von f nach t wird gebildet, indem man f nach t ableitet und
dabei x als Konstante betrachtet (analog fiir die partielle Ableitung nach x):

Die partiellen Ableitungen werden mit

o) | ot

F.2
ot 15) 4 (F-2)

Achtung: Es handelt sich um runde 0’s, um die partiellen Ableitungen zu kenn-
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zeichnen.

Fasst man die partiellen Ableitungen in einem Vektor zusammen, so nennt man
diesen Vektor Gradient von f:
of(t, x)
" ot
Vi:= DA (t, x) (F.3)
Ox

Das Zeichen V heif3t Nabla.

Beispiele:
, of(t, x) of(t, x)
_2 . _ -
1. f(t,x) =t + sin(x) : o - 2t v cos(x)
2. f(t,x) =sin(t- x) : Gf(at:[x) = X - cos(t - x) Ofg),(x) =t-cos(t-x)

3. Angenommen wir geben die Hohe eines Berges Uber dem Erdboden an,
dann kénnen wir dies mit der skalaren Funktion h(t, x) beschreiben.

Wir stehen am Punkt (xq, Yq) irgendwo auf dem Berg. Um nun herauszu-
finden, in welche Richtung es am steilsten nach oben geht, bildet man den
Gradienten von hin (xg, Yg)

dh(xo, Yo)
ot

dh(xo, Yo)
Ox

Der Gradient zeigt in die Richtung des starksten Anstiegs.

F.2 Totales Differential

Bisher habe wird die Anderungen in die einzelnen Richtungen getrennt betrachtet.
Nun geht es darum die Gesamtanderung zu bestimmen. Angenommen wir kennen

278



. . .k
Grundlagen mathematischer Modellierung Anhang F — Mehrdimensionale Analysis

die Konzentration zu einer bestimmten Zeit an einem bestimmten Ort und zusatz-
lich wissen wir, wie sich die Konzentration in der Zeit dndert und wie sie sich im
Raum andert, d.h wir kennen die partiellen Ableitungen. Die Konzentration sei nun
also f(t, x) In einem Zeitschritt At wird sich die Konzentration also um

of(t, x)

- A
ot t

und wenn man zum Zeitpunkt t schaut, wie hoch die Konzentration im Abstand von
Ax von x entfernt ist, so ist dies

of(t, x)
Ox

- AX

Die Gesamtanderung Af ergibt sich dann aus der Summe beider Terme

_ofx)  0ftx)

Af ot ox

AX

Macht man nun At und Ax immer kleiner, (At — dt und Ax — dx), so gilt

af < X g, IO o G, (dt) (F4)

ot Ox dx

Den Ausdruck [F:4] nennt man totales Differential. Der Punkt « deutet an, dass es
sich um das Skalarprodukt handelt. Bezieht man dieses wiederum auf ein infiniti-
simal kleines Zeitintervall, so erhalt man die totale Ableitung

df  of(t, x) . of(t,x) dx
d ot ox  dt

(F.5)

Man beachte, dass der Ausdruck % im ersten Term gleich 1 ist und die totale
Ableitung mit steilen d’s geschrieben wird.

Beim totalen Differential handelt es sich um nichts anders als um die Kettenre-
gel. Hangt die Ortskomponente x namlich selbst von der Zeit ab, so gilt nach der
Kettenregel

dift,x(t) _ dftx(v) dt oftxt) dx(t

dx ot dt ox dt
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Samtliche Uberlegungen lassen sich natirlich leicht auf mehrere Raumdimensio-
nen erweitern.

F.3 Massenerhaltung

Betrachtet man ein abgeschlossenes System, also ein System, in das nichts hin-
ein oder hinausflie3t, so andert sich die Gesamtmasse nicht. Trotzdem kann sich
nattrlich die Massenverteilung in Raum und Zeit andern. Nehmen wir also wieder
als Beispiel die Phytoplanktonkonzentration in einem See, so ist die Gesamtande-
rung null (sofern der See keine zu oder Abfliisse hat und das Phytoplankton weder
wachst noch stirbt). Trotzdem kann sich die lokale Konzentration &ndern, wenn das
Phytoplankton zB an die Seeoberflache zum Licht hin wandert oder durch Wind an
der Seeoberflache verdriftet wird. Die Beschreibung durch die skalare Funktion
ist weiterhin sinnvoll (wir nehmen einen eindimensionalen, kanalférmigen See an),
wir missen aber berlicksichtigen das sich die Gesamtmasse und damit die mittlere
Konzentration im See nicht andert. Es muss also gelten [F.5]

df  Of(t,x)  Oft,x) dx

- o T ox a (F:6)
gelten und somit gilt
of(t, x) _ of(t, x) . dx (F7)

ot ox  dt

F.4 Reaktionsterme
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Es ist natirlich unrealistisch, dass das Phytoplankton nicht wachst. Im allgemeinen
hat man also Prozesse wie Wachstum, Fral3 und Mortalitat. Diese bestimmen die
zeitlich Veranderung des Systems. Man bezeichnet die zugehdérigen Terme als
Reaktionsterme bezeichnet. Physikalisch handelt es sich bei diesen Termen dann
um Quellen bzw. Senken. Man kann also dann keine Massenerhaltung erwarten.
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Die Beziehung [F.7] muss dann nicht mehr gelten, sondern man hat

of(t,x) af(t,x)%+
ot ox dt

R (F.8)

wobei R nun die Reaktionsterme beschreibt.

F.5 Die Ableitung vektorwertiger 2-dimensionaler Funktionen

Gegeben sei eine Funktion, die einen zweidimensionalen Vektor als Argument
erhalt und einen zweidimensionalen Vektor zurlickgibt. Eine solche Funktion ist
z.B. beim Lotka-Volterra-Modell gegeben. Das Modell

w-
Il

r-B-Db-B-R

-
Il

b-B-R-s-R

kann man auch in der Form

B\  [(fi(B,R)

R/  \f(B,R)
schreiben. Hier ist nun die rechte Seite durch die Funktion f = (f{,fs) gegeben,
deren Komponentenfunktionen

f{(R,B)=r-B —b-B-Rundfs(R,B)=b-B-R — s-R
jede far sich skalar ist.

Allgemein handelt es sich also bei einer vektorwertigen 2-dimensionalen Funktion
um eine Funktion der Form:

f:R® — R? (F.9)
f1(x,y)
by (f2<x,y))
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Die Ableitung der Funktion ist durch die sogenannte Jacobimatrix gegeben:

o (x.y) Ot(xy)

OX oy
J(x,y) = (F.10)
ofa(x,y)  Ofa(x,y)
OX oy

Beispiel: f(x, y) = (x° -y, y2 - sin(x))

3x%y x>
J(x,y) = ( y2 . cos(x) 2y -sin(x) )
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G Stabilitatsanalyse autonomer Systeme (2D)*

Die Fixpunkte autonomer Systeme mit zwei Zustandsvariablen der Form

f(X,Y) (G.1)
9(X,Y)

<-
Il

lassen sich bestimmen, indem

(X, )

]
o
o)
S

9(X,Y)

Il
o

gesetzt wird, und die Lésungen (X*, Y*) dieses Gleichungssystems bestimmt wer-
den.

Im Gegensatz zu eindimensionalen Systemen kdnnen im zweidimensionalen Fall
aber auch geschlossene Losungsbahnen auftreten. Im Normalfall ist die geschlos-
sene Bahn das Bild einer periodischen Losung. Man nennt eine solche periodi-
sche Bahn stabil, wenn alle Bahnen, die in ihrer Nahe starten, zu dieser hin lau-
fen. Man nennt solche stabilen Bahnen auch Grenzkreise. Periodische Bahnen
kénnen auch instabil sein. Bei autonomen Systemen mit zwei Zustandsvariablen
lauft jede Losung entweder

« auf einen Fixpunkt zu, oder
* nahert sich einer geschlossenen Bahn (Grenzkreis) an, oder
* lauft nach unendlich.

G.0.1 Stabilitat der Fixpunkte

Ein Fixpunkt heif3t stabil, wenn er die LOsungen aus seiner Nachbarschaft anzieht.
Man nennt ihn aber auch dann noch stabil (marginal stabil), wenn sich die Lésun-
gen zu allen Anfangspunkten in seiner Nachbarschaft nicht entfernen, also in der
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Nahe bleiben, ohne zu ihm hinzustreben.

Die Stabilitat eines Fixpunkts kann wie im eindimensionalen Fall untersucht wer-
den. Man betrachtet hierzu das System als Vektor

X f(X,Y
| = (X, ¥) (G.3)
Y a(x,Y)

Analog zum eindimensionalen Fall entwickelt man die rechte Seite des Differenti-

algleichungssystems am Fixpunkt (X*, Y*) nach Taylor bis zum ersten Glied und
erhalt so das linearisierte System (ist fir jeden Fixpunkt unterschiedlich!!):

X X
= Jd0OX, Y - G.
<y> ( ) <y> (G.4)

mit
OFX*, Y*)  Of(X*,Y*)
X oY
JOX*, Y*) = (G.5)
og(X*,Y*)  dg(X*,Y*)
X oY

Die Matrix J := J(X*, Y*) heiB3t Jacobi-Matrix. Die Komponenten der Jacobi-Matrix
sind die partiellen Ableitungen von f und g nach X und Y jeweils an der Stelle(X*, Y*).

Das linearisierte System |G.4| ersetzt in der Nahe des Fixpunkts (X*, Y*) das kom-
pliziertere nichtlineare System|G.1] Das linearisierte System ist am Fixpunkt (X*, Y*)
entwickelt und gibt die Abweichung (Stérung) von diesem an. Die Abweichung be-
steht darin, dass der ,Rest’, also die Summanden hdherer Ordnung in der Taylor-
reihe, weggelassen wird.

Hat die Matrix J zwei verschiedene Eigenwerte A1 und Ao, so kann man eine all-
gemeine LOsung des linearen Systems angeben:

z(t) = Cq1 - eMt.v] + Cy - M2l v

Hierbei ist vi Eigenvektor zum Eigenwert A\ und v5 Eigenvektor zum Eigenwert
A2, C1 und Cs sind freie Konstanten.

Um das Lésungsverhalten und damit die Stabilitat des Fixpunkts zu bestimmen,



Grundlagen mathematischer Modellierung Anhang G — Stabilitdtsanalyse autonomer Systeme (2D)*

reicht es aus, die Eigenwerte A der Matrix J zu kennen und zu interpretieren.

Sind beide Eigenwerte reell, so handelt es sich bei den Summanden entweder um
exponentielles Wachstum oder exponentiellen Zerfall. Ist also einer der Eigenwerte
groBer Null, wachst die Stérung, der Fixpunkt ist instabil. Sind beide Eigenwerte
negativ, so verschwindet eine anfangliche Stérung, der Fixpunkt ist stabil.

Far einen komplexen Eigenwert A = a + ib gilt

M _ gla+ib)t _ qat | bt

eMl=e el gt = g2t (

cos bt + i sin bt)

Das System vollzieht also Schwingungen. Ist der Realteil a kleiner Null, so ver-
schwindet die Storung, ist der Realteil a groBer Null, so explodieren Stérungen.
Bei a = 0 bleiben Stérungen erhalten. Uber die Stabilitat des Ursprungssystems
kann dann nicht entschieden werden.

Bezlglich der Stabilitat eine Fixpunkts des Systems|G.1] gilt:

1. Der Fixpunkt (X*,Y*) von [G.1] ist asymptotisch stabil, falls alle Eigenwerte
von negative Realteile besitzen .

2. Der Fixpunkt (X*, Y*) ist instabil, falls mindestens ein Eigenwert einen posi-
tiven Realteil besitzt.

3. Sind alle Realteile aller Eigenwerte kleiner oder gleich Null und mindestens
ein Realteil gleich Null, so kann anhand der Linearisierung nicht Uber die
Stabilitat des Fixpunkts (X*, Y*) entschieden werden.

Sind beide Eigenwerte des linearisierten Systems reell und verschieden, so gibt
es zwei Eigenrichtungen. Diese Richtungen sind selbst Losungen und kdnnen von
anderen Losungen nicht Gberquert werden. Entlang der Eigenrichtungen bewegen
sich die Lésungen in gerader Linie auf den Fixpunkt hin (A < 0) oder weg (A >
0). Die absolute GroBe des Eigenwerts bestimmt dabei die Geschwindigkeit. Fir
Losungen, die nicht auf einer Eigenrichtung starten gibt es Einflugschneisen. Fir
z.B. Ay =-0.1 und \» = —1 bewegt sich das System zuerst schnell in Richtung von
Vo, und dann langsam in Richtung von vy.
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Sind die Eigenwerte komplex (genauer: nicht reell) gibt es keine reellen Eigenrich-
tungen. Das System bewegt sich an keiner Stelle radial auf den Fixpunkt zu.

Hat das linearisierte System zwei verschiedene negative, reelle Eigenwerte be-
sitzt,so heif3t der Fixpunkt stabiler Knoten, sind die Eigenwerte beide positiv heil3t
der Fixpunkt instabiler Knoten. Sind die Eigenwerte komplex und haben beide
negative Realteile, so heif3t der Fixpunkt stabile Fokus, sind die Realteile beide
positiv, so hei3t der Fixpunkt instabiler Fokus. Ein Fixpunkt, an dem das lineari-
sierte System einen positiven und einen negativen Eigenwert, bzw. einen positiven
und einen negativen Realteil besitzt, hei3t Sattel. Die sind die 5 Hauptfalle. Bei
zusammenfallenden Eigenwerten und bei Eigenwerten, die Null werden, gibt es
weitere Formen des Systemverhaltens (siehe Abb. und Tab. [G.1), auf die hier
nicht naher eingegangen wird.

Bemerkung: Die Bezeichnungen der Fixpunkte sind in der Literatur leider nicht eindeutig.

Um das Systemverhalten in der Nahe des betrachteten Fixpunkts zu bestimmen,
mussen also nur die Eigenwerte der Matrix J berechnet werden. Die Eigenwerte A
sind die Lésungen der quadratischen Gleichung

det(J—Al) = 0

Man kann leicht ausrechnen, dass die Losungen nur von der Spur

OFX*,Y*) | 9g(X".Y")

T= o 5y (G.6)
und Determinante
%\ * o\ %\ * N/
Ao 8f()(a),(Y ) ‘ 8g();\;Y ) B 8f()(8\,(Y ) ‘ 8g();X,Y ) G.7)
der Matrix J abhangen. Die Losungen (Eigenwerte) lauten:
T 7'2
>\1,2=§i I—A (G.8)

Aus Spur 7 und Determinante A kann der Typ des Fixpunkts ermittelt, ohne die
Eigenwerte zu berechnen. Darauf basiert auch die Darstellung in der 7-A-
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Ebene (Abbildung[G.1). Die Darstellungen in Abbildung[G.1]gelten nur in der Néhe
der Fixpunkte. Weiter weg konnen sich die Bahnen infolge der Nichtlinearitaten
des Systems ,irgendwie“ verhalten. Es ist also, als hatte man in Abbildung ??
eine Lupe benutzt, um die Umgebung des Fixpunkts zu untersuchen. In Tabelle

a
stolsiler A wekaloler
Tolkus Felkus = kA

tmo\‘rt\j)r Q iugheion Lewr

v Kuotewn

Y m-
4

D \Cﬂ Sattel

Abbildung G.1: Lage der Fixpunkte autonomer Systemen mit zwei Variablen in Abhangigkeit von
der Spur 7 und der Determinante A der Jacobi-Matrix. Benannt sind die 5 Hauptfalle. Die Grenzfalle
sind der stabile und der instabile Stern (rot), das Zentrum (orange) , der stabile und instabile dege-
nerierte Knoten (hellblau) und die Grenzfalle, bei denen die Determinante verschwindet (braun).

sind alle Vorzeichenmdglichkeiten der Eigenwerte aufgelistet. Bei komplexen
Eigenwerten unterscheidet man nach dem Vorzeichen des Realteils. Au3erdem
sind in der Tabelle die Sonderfalle Zentrum, Stern und Grenzfalle bertcksichtigt.
Man muss unterscheiden, ob die Matrix J ein Vielfaches der Einheitsmatrix | ist
oder nicht.

Der jeweils groBere von zwei reellen Eigenwerte wird als A1 bezeichnet, der kleine-
re als Ao . Es ist immer der groBte Eigenwert, bei komplexen der mit dem gréBtem
Realteil, der das Verhalten in der Nahe des stationaren Zustandes dominant be-
stimmt!

Im nicht linearisierten Ausgangssystem (G.1) kann die Stabilitdt der marginal stabi-
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A #al Determinante| Spur | Bezeichnung Stabilitat

A2 komplex, Re(\) < 0 | A > 74 T <0 | Fokus stabil

A2 imaginar, Re(A\) =0 | A > /4 7=0 | Zentrum marginal stabil
A2 komplex, Re()) >0 | A > 774 >0 | Fokus instabil

Ao <A <0 0<A<74 | 7<0 | Knoten stabil

Ao <A =0 A=0 7 < 0 | Grenzfall Null marginal stabil
Ao <0 < Aq A<O0 Sattel instabil

0=Xo < \q A=0 7> 0 | Grenzfall Null instabil

0 < Ao < A 0<A<79 | 7>0 | Knoten instabil
Ao=X1 <0 A =7194 7 < 0 | degenerierter Knoten | stabil

A=A =0 A=0 7=0 | lineare Bewegung instabil
A=A >0 A =7194 7 >0 | degenerierter Knoten | instabil

A=al

A=A <0 a<o Stern stabil

A=A =0 a=0 ohne Bewegung marginal stabil
Ao=A1 >0 a>0 Stern instabil

Tabelle G.1: Phdnomenologie der Fixpunkte autonomer Systemen mit zwei Variablen in Abhangig-

keit von den Eigenwerten \ der Jacobi-Matrix J.
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len Falle durch die bei der Linearisierung weggelassenen Terme hoherer Ordnung
beeinflusst werden. Besonders kritisch ist das, wenn die Jacobi-Matrix die Nullma-
trix ist. Dann findet im linearisierten System keine Bewegung statt, das System-
verhalten des nichtlinearen Ausgangssystems wird nur durch die Nichtlinearitaten
bestimmt.
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H Vergleich der Stabilitatsanalyse diskreter und
kontinuierlicher linearer Modelle*

Das DGL-System
x=A-x A= (H.1)

hat den Fixpunkt x* = (0, 0).

Hat die Matrix A zwei verschiedene Eigenwerte )\'1“ und A3, so kann man eine
allgemeine Lésung des linearen Systems angeben:

- A. — A —)
x(t) = Cf - M.V + Ch - et )

Hierbei ist \7'1A Eigenvektor zum Eigenwert /\f‘ und \75‘ Eigenvektor zum Eigenwert
A%, C4 und C% sind freie Konstanten.

Damit ist der Fixpunkt x* stabil, wenn /\’;*2 <0

Far die Eigenwerte des Systems gilt

2
M, = a”z’d + wa Zd) — (ad - bc)

Das zum DGL System [H.1|zugehdrige diskrete System lautet
%n =Xt +A-Xnq = (1 +A) - Xn_1 (H.2)

und hat ebenfalls den Fixpunkt x* = (0, 0).

Hat die Matrix | + A zwei verschiedene Eigenwerte Ay und o, so kann man eine
allgemeine Lésung des diskreten linearen Systems angeben:

Xn =Cq - A] Vi +Co- A5 V5

Hierbei ist vi Eigenvektor zum Eigenwert Ay und vo Eigenvektor zum Eigenwert

291



Anhang H — Vergleich der Stabilitat diskreter und kontinuierlich™ Grundlagen mathematischer Modellierung

A2, G4 und Cs sind freie Konstanten.
Damit ist der Fixpunkt x* = (0, 0) stabil, wenn |A\{ 5| < 1

Die Eigenwerte der Matrix | + A lauten:

M2 = —((@a+1)(d+1)—Dbc)

(a+1)+(d+1)i\/((a+1)+(d+1))2
5 4

2
a+di\/(a+d)  (ad—bo)

4

Damit ist der Zustand x* = (0, 0) des diskreten Systems stabil, genau dann, wenn
die Eigenwerte des kontinuierlichen Systems negativ sind.

Zusammenhang der allgemeinen Lésungen

Xn=Cq-A] Vi +Co- A5 V5
_ Gy M) 7 4 G, M0y

nin(1+4)3) 7

A
=Cq - N In(1+A7) v

-v?+02-e

A
n-Aj

- AA
~Cq-e -v1+Cg~en)‘2~v2
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| Pseudo-Code Programme

.1 Cantor-Menge

"Initialisierung
randomize (1)
cls
"Skalierungsfaktor fuer die Ausgabe
scale=400
"Anzahl der Schritte
N=100
"Startpunkt
x =2/3
for 3 =1 to N
"Zufallszahl erzeugen (1 oder 2)
p=int (2*rnd) +1
if p=1 then
x=x/3
else
x=2/3+x/3
endif
' Linie zeichnen
line 100+scalex x,100,100+scale* x,200, color p
next j

end
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.2 Sierpinski-Dreieck

"Initialisierung

randomize (1)

cls

"Skalierungsfaktor fuer die Ausgabe
scale=4

"Anzahl der Schritte

N=10000

"Eckpunkte

"Startpunkt

x =50

y =50

for 3 =1 to N

"Zufallszahl erzeugen (1,2 oder 3)
p=int (3*rnd) +1
x=(x+px (p)) /2
y=(y+py (p)) /2
pset 100+scalex x,400 -scalexy color p
next J

end
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1.3 Farn

scale=50

" Startwert

xalt =1

yalt = 0

" Wahrscheinlichkeiten (Summe=1)
wl=0.79

w2=0.1

w3=0.1

w4=0.01

FOR i = 1 to 100000

g = rnd
IF g<wl THEN
x = .8bxxalt + .04xyalt
y = —.04xxalt + .85xyalt + 1.6
ELSEIF g<wl+wZ2 THEN
X = .2xxalt - .26xyalt
y = .23xxalt +.22+yalt + 1.6
ELSETF g<wl+w2+w3 THEN
x = —.15xxalt + .28xyalt
y = .26xxalt +.24xyalt + .44
ELSE
x=0
y=0.16xyalt
ENDIF

pset 300+scalexx, 600-scalexy color 2
xalt=x
yvalt=y

NEXT 1

END

295



I.4. Mandelbrot-Menge Grundlagen mathematischer Modellierung

.4 Mandelbrot-Menge

' Tteration c=cxc+c

' c=c_re +c_im

cls
scale=200
minx=-2

maxx=0.5
miny=-1.2
maxy=1.2
acc=50
fine=0.005
FOR c_im=miny to maxy step fine
FOR c_re=minx to maxx step fine
"Iterationsstartwert
ZX=C_re
zy=c_1im
count=0
WHILE (zxxzxtzy*xzy<4) AND count<acc
tempx=zx*zx—zy*zy+cCc_re
Zy=2%zX*zZy+C_im
zx=tempx
count=count+1l
WEND
if count>=acc THEN
PSET 500+scale*c_re,250- scalexc_im
endif
NEXT
NEXT
END
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